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l/l — Â2a'2 
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DYNAMIQUE DU POINT. 



CHAPITRE PREMIER. 

Mouvement rectiligne d'un point libre. 

1 . Le problème que l'on se propose de résoudre dans 
la Dynamique du point matériel consiste à déterminer 
le mouvement d'un point soumis à l'action d'une ou 
de plusieurs forces. 

Nous savons ' que , si plusieurs forces agissent 
simultanément sur un point matériel libre, elles peuvent 
être remplacées par leur résultante, et, par conséquent, 
le problème se réduit à l'étude du mouvement d'un 
point matériel sous l'action d'une force unique. 



-> 



2. Proposons-nous d'abord d'étudier le mouvement 
rectiligne d'un point libre. II est facile de reconnaître 
que, si un point matériel, partant du repos, est soumis 
à Faction d'une force de direction constante, il se 
mouvra suivant une ligne droite. Il en sera de même, 
si le point matériel a reçu une vitesse initiale dont 
la direction coïncide avec celle de la force qui lui est 
appliquée. Il suffira, pour s'en assurer, de raisonner 
comme nous l'avons fait (I, n'' 189) pour le cas d'une 
force constante en grandeur et direction. 

Nous savons que si m est la masse du point matériel, 
© l'accélération du mouvement de ce point à un instant 
quelconque, et P la valeur de la force à cet instant, 
nous aurons la relation (I, yf 198) : 

p = m(^. 

Si l'on désigne par t le temps compté à partir d'un 
instant quelconque pris pour origine, x la distance 
du point mobile à un point fixe de sa trajectoire 
rectiligne, à la fin du temps ^ et v la vitesse du point 
à cet instant, on a : 

dit: _ ^^ ^*^ 

Par conséquent, on a : 

,. dv , . ^ d^x 

I = ^^^ TîT ' OU bien : P = m -rnr • 
dt dt^ 

C'est Yéquation différentielle du mouvement rectiligne. 

On obtiendra l'équation finie du mouvement en 
intégrant l'équation précédente. Les constantes arbi- 
traii^es introduites par l'intégration se déterminent 
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cVaprôs les circonstances initiales, c'est-à-dire d'après 
la distance du mobile au point fixe à l'origine du temps, 
et d'après sa vitesse initiale. 

3. En général, la force P varie avec le temps t, 
l'espace parcouru x, et la vitesse v du mobile. Lorsque P 
sera donnée en fonction des trois variables t, œ, v, 
ou de deux d'entre elles, le problème de Vintégration 
de Véquation différentielle du mouvement dépendra 
de la fonne de la fonction. Il n'y a pas de méthode 
g-énérale à donner à cet égard. Mais, lorsque la force* P 
est donnée en fonction d'une seule des trois variables, 
le problème se ramène facilement à une quadrature. 

4. Nous allons étudier séparément les trois cas : 

1^^ Cas. — On donne : P «= fif). 
L'équation du mouvement est : 



m % = m. 



Multipliant les deux membres par dt^ et intégrant, 
il vient : 



dx 1 /' 



o 



Vo étant la vitesse du mobile pour ^ = 0. 

Désignant le second membre par © (t), et intégrant 
de nouveau, on a : 



^ =« a?o + f(p (t) dt. 



o 



QPo étant la valeur de x pour ^ «- 0. 



2** Cas. — On donne : P = f{x). 
L'équation dû mouvement est : 






Multipliant les deux membres par 2dx, et intégi'ant, 
il vient : 






de cette équation on tire : 



dx , , 



d'où, en résolvant par rapport à t 



dt^ ^ 



ç(^' 



et, en intégrant : 



œ 






3* Cas. — On donne : P = f{v). 
L'équation du mouvement est : 
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ou bien : 



dv ... 



d'où l'on tire : 



dt fc« m 



î(v)' 



et, en intégrant, 



V 



. r dv 

t =^ m I TT—. 



Résolvant cette équation par rapport à t?, on a : 



V =.(p(^;, 



ou bien : 



dœ 



d'où -. 



œ = Xq -h I (f(t dt. 



o 



Remarque. — On peut encore, dans ce cas, opérer 
de la manière suivante : 
De la formule : 



dx 



*^W' 



— 



on tire : 



dœ = vdt = m 



vdv 

m' 



d'où, en intégrant, 



œ 






«0 



vdv 

m 



En éliminant v entre cette équation et la formule 



V 



t 



/av 
m' 



vo 



on obtient la relation entre œ et t. 



Exemples de mouvements rectilignes. 



5. Problème I. — Un point matériel pesant tombe 

verticalement dans le vide. Trouver les lois du 

7nouvement. 

Soient g l'accélération due à la pesanteur, m la liiasse 

du point matériel, œ l'espace parcouru à la fin 

du temps t, l'axe des œ étant vertical et dirigé 

^ dans le sens de la pesanteur (flg. 1). L'équation 

du mouvement est : 



Fig. 1. 



m 



m 



d^x 
dt^ 



mg, 



ou bien : 



d^x 

dF-ff' 



On en tire : 



dœ . 



a? « I gt-, 



en supposant que Ton compte les espaces et le temps 
à partir du point où la vitesse est nulle. 

En éliminant t entre ces deux équations, on a : 

ou bien : 

07=7:-. 

L'expression l/2gx est la vitesse due à la hauteur x, 

6. Problème IL — Un point matériel pesant est 
lancé verticalement de bas en haut dans le vide. 
Trouver les lois du mouvement. 

Dans le cas actuel, la force qui est la pesanteur agit 

en sens inverse du mouvement. Si l'on désigne 

^^^'^' par œ l'espace parcouru à la fin du temps t, 

"^ l'équation du mouvement est : 



d'X , . d^x 

"3^ =-^2^, oubien: ^ 



^^ ^7F "== ~ ^^5^' ^^ '^^^^ • im^'^9' 



en comptant les abscisses positives de bas 
^ en haut (flg. 2). 
I ni On en tire : 

dx . 

en désignant par a la vitesse initiale. 
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Par suite, 

x = C + at — \gi^. 

Si l'on compte les espaces à partir du point 0, 
où le mobile se trouve à l'origine du temps, on a a? = 0, 
pour ^ = ; par conséquent, C = 0, et il vient : 

x^at — \gt^. 

Désignons par 9 le temps au bout duquel le mobile 
cesse de monter, et par OA — A la hauteur à laquelle 
il s'élève, nous aurons : 

= a — 5^9, 

h = a^ — \g^^. 



On en tire : 



9 ^9 



.., a 



2 



Cette quantité ^ est la hauteur due à la vitesse a. 

Arrivé à cette hauteur, le mobile commence à 
descendre, et revenu au point de départ^ sa vitesse 
reprend sa valeur initiale a. 

'En effet, si, dans la formule du mouvement descendant 
(n^ 5) : 

a^ 
on fait 0? = A = ?r- » il vient : i; == a. 

2flr 
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Il est d'ailleurs facile de s'assurer qu'en un point 
quelconque de la verticale, le mobile a la même vitesse 
en montant et en descendant. 

En effet, soit v^ la vitesse du mobile en un point m^ 
pendant le mouvement ascensionnel (fig. 2), nous 
aurons, en posant Om^ = ûî^, et en désignant par t^ 
le temps correspondant : 

v^ = a — gt,. 

Si v^ est la vitesse du mobile en ce même point m^ 
pendant la chute, nous aurons, en observant que 

î5'2 = 2g [h — œ{\ = a- — 2gx^. 

Il s'agit de démontrer que l'on a : -y^ = i?'. Or, de la 
formule : 

v, '^a — gt,, 

on tire : 



a — v, . 



d'où, en substituant dans la formule : 

œ, ^ at, — \gt,\ 
on trouve : 



fl^ — v,^ 

""'^ 2g 



ou bien : 



et, par suite, 
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î?j2 = a- — 2gx^, 



t\ = V . 



Fig. 3. 



7. Problème III. — Z7n corjjs pesant se meut sur 
un plan incliné. Trouver les lois du mouvement de ce 
corps. 

Soit mg le poids du corps appliqué à son centre 

de gravité G (fig. 3) ; la 
seule force qui tende à 
faire descendre le corps est 
la composante de son poids 
parallèle au plan incliné. 

Or, si nous désignons par a 
l'angle ABC du plan avec 
l'horizon, cette composante 
sera égale à mgsmoL, et 
ré([uation du mouvement sera : 




ou l)ien : 



dv 
m -^ = 'ing sm a, 



dv 



(1) 



On en tire 



V = g sma. . t. 



(2) 
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ou bien 



ds . . 



(roù : 



s ^==\gt^ûïi(i. (3) 



En éliminant t entre les équations (2) et (3) il vient : 

v^ = 2gs . sin a. (4) 

L'équation (1) nous apprend que le mouvement 
(lu C07ys le long du plan incliné est le même que celui 
qui aurait lieu suivant la verticale, si Vintensité de la 
pesanteur, au lieu d'être égale à g, était égale 
à ^sina. 

Si nous désignons par y la vitesse au bas du plan 
incliné, par l la longueur de ce plan et par h sa hauteur, 
nous aurons, en vertu de l'équation (4) : 

V- = 2gl sin a « 2gh. 

Donc, la vitesse acquise par le mobile en arrivant 
au bas du plan incliné est la même que celle qu'il aurait 
acquise en tombant verticalement de la hauteur AC = h. 

Cherchons encore la longueur que le mobile doit 
parcourir sur le plan incliné, pour que la durée de son 
m^ouvement soit égale à celle qu'il emploierait à descendre 
de la hauteur h. 



Fig. 4. 
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Soient x cette longueur, et t le temps employé par 

le mobile pour parcourir cette 
longueur. La formule (3) nous 
donne : 

X ^=^\gt^ sin a. 

D'autre part, si t est le temps 
employé à parcourir la hauteur 
AC = A, nous aurons (n** 5) : 

En égalant les deux valeurs de ^ il vient : 

iT = A sin a. 

Or, si du point C on abaisse une perpendiculaire sur 
AB (fig. 4), on a : 

AD = A sin a. 

Doiïc, la longueur cherchée s'obtient en abaissant 
du point C une perpendiculaire sur le plan incliné. 

Remarque. — La position du point D change 
évidemment avec l'inclinaison du plan : le lieu du point D 
sera la demi - circonférence décrite sur AC comme 
diamètre. On en conclut la propriété suivante : 

Propriété. — Sous Vaction de la pesanteur un mobile 
emploie le ynême temps pour décrire un diamèt^^e 
vertical AC, que pour parcourir les différentes cordes 
qui passent par Veœtrémité suj)érieure de ce diamètre. 

8. Problème IV. — Trouver le mouvement dun point 
matériel pesant tombant dans le vide à partir dHun 
point situé à une assez grande distance de la surface 
de la terre. 
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Dans ce cas, rintensité de la pesanteur ne peut pas 
être considérée comme constante : elle est en 
Fig. 5. raison inverse du carré de la distance au centre 
de la terre. 

Soient A le centre de la terre (flg. 5), B le point 
^ où la droite OA rencontre la surface de la terre. 

B Lorsque le point matériel est en B son poids 
est égal à mg. 

En désigTiant par œ la distance Om, par a 

la distance OA, par r le rayon de la terre, 

laç le poids P' du point matériel en 77i sera donné 
par la formule : 

P' r2 



•A 



mg (a — oo) 



z 



d'où : 



p' =r nig 



^*2 



(a — X)^ 



L'équation différentielle du mouvement est donc, 
en supprimant le facteur m commun aux deux membres : 

dt^ "" ^ (a - œr ' ^ ' 

Multipliant les deux membres par 2doc, et intégrant, 
il vient : 



( 



dxV ^ 2gr^ 
dû) "^ a — 00 



v^^l^) = -^^^ + C. 
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On dctcrmine la constante C, en ol)servant qu'au 
point 0, c'est-à-dire pour j? = 0, la vitesse est nulle ; 
on a donc : 



a 



par suite, 



^ \a — X al a a — œ ^ 



Cette formule nous apprend que la vitesse augmente 
avec x^ ce que Ton pouvait prévoir. 

Si l'on fait d? «= OB = a — ^* = A, il vient : 



V = l/2^/^.Y^^; 



comme r < a, on en conclut que la vitesse du mobile 
en arrivant à la surface de la terre est moindre que 
la vitesse qu'il aurait en tombant de la même hauteur h, 
si la pesanteur était partout la môme qu'à la surface. 

Pour d? = a, on a r> — oo ; donc, si toute la masse 
de la terre était concentrée à son centre^ la vitesse 
acquise par le mobile en arrivant au centre se^^ait 

infinie, 

dx 
Si dans la formule (2) on remplace v par sa valeur -- , 

il vient : 



idxV- _ 2gr- x 
\dt} "~" a ' a — x' 
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d'où l'on tire : 



V 2gr^ \ œ \ 2gr' y/ax - x^ 

Nous avons donné aux radicaux le même signe, 
parce que dx et dt sont de mêmes signes, ^ et ^ 
augmentant en même temps. 

En intégrant, on a : 



ce 



. l^/a ( (a — œ) dx 

"" r V 2g J i/ax — x^ 

o 
ir œ 

= L 4 /a P^ a — x)dx ,1a /^ r \adx 
r V 2g J j/ao? — x^' '^ r\ 2g J y/ax — â;- ' 



o 



par conséquent, 

' a — 2x 



r \ 2g ^ ' 2r V 2p 



arc ces 



\g a 

9. Probli^me V. — Trouve}^ le mouvement rectiligiie 
d'un point matériel attiré par un centre fixe 0, en raison 
directe de la distance. 

Soit un point matériel placé d'abord au point A, 
où sa vitesse est nulle (flg. 6), et attiré par un centre O, 

et soit m la position du 
*'' ' mobile à la fin du temps t. 



^ l JJ[ 2 X Comme la force attractive 

a pour effet de diminuer 
l'abscisse du point m, l'équation du mouvement sera : 

d^x 
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n^ étant l'attraction exercée sur Tunité de masse du point 
mobile à l'unité de distance. 

Multipliant les deux membres par Idx, et intégrant, 
il vient : 



^' = (f )' = ^ - ^^^'- 



Pour déterminer la constante, observons que pour 
0? = OA = a, on a ^^ = ; d'où C == n^a^. On a donc : 

(S) = -' ^^' - ^''- 

Extrayons la racine carrée des deux membres, 
en observant que de A en 0, a? diminue quand t 
augmente, et, par conséquent, que dx et dt sont 
de signes contraires ; nous aurons : 

dx 



dt ^ 



d'où : 

dx 



ndt = — 



on en tire, en intégrant : 



l/a^ — x^ ' 



X 

nt « consé. + arc^cos - . 

• a 

Or, pour ^ = 0, on a a? = a ; donc la constante est 
nulle, et il vient : 



nt = arc ces - , 

a 



— 17 — 
d'où : 

0? =» a cos nlj 
et, par conséquent, 

i; == — na sin nt. 

Discussion. — Lorsque le mobile est en 0, on a 
^ = 0, d'où : 



n^ = - , ou bien ^ = --- , 
2 2n 



et, par suite, 

tj = — na. 

Ainsi, depuis t = jusque t = —, œ est positif, 

et décroit jusque zéro, v est négatif et croît numéri- 
quement jusque na. Au point 0, la vitesse est maximum, 
et dirigée dans le sens AO : le mobile dépassera donc 
le point 0, et continuera à se mouvoir en vertu 
de la vitesse acquise. 

Pour déterminer le point A où le mobile s'arrête, 
faisons v «= 0, et nous aurons : 



nt = TT, d'où t = -, 

n 



et, par suite, 

0? = — a. 

On a donc OA' = OA. 



— 18 — 

Le mobile arrivé en A' a une vitesse nulle ; il est donc 
placé, par rapport au point 0, dans les mêmes conditions 
qu'au point A : par conséquent, il sera attiré vers avec 
une vitesse croissante de A' en 0, où sa vitesse sera na. 
Il continuera sa route en vertu de la vitesse acquise 
jusqu'au point A, pour revenir en 0, et ainsi de suite. 

Le mobile fera donc une infinité d'oscillations égales 
entre elles, et de même durée de A en A', et de A' en A. 

10. Problème VI. — Trouver le mouveinent d'un 
point matériel pesant^ qui tombe suivant la verticale 
dans un milieu résistant^ par ecce^nple dans Vair. 

Les lorces qui agissent sur le mobile sont le poids 
du corps égal à mg^ et la résistance de l'air R, qui est 
dirigée en sens contraire du mouvement. La force 
motrice au point m (fig. 1) est donc mg — R, et, par 
conséquent, l'équation du mouvement est, en désignant 
par œ l'espace parcouru par le mobile à la fin du temps t : 



d^x 



Or, on reconnaît par l'expérience que la résistance 
de l'air est une fonction de la vitesse : lorsque 
le mouvement n'est ni très lent, ni très rapide, cette 
résistance est proportionnelle au carré de la vitesse. 
On a donc, en désignant par A une constante : 

R = kv^, 

et l'équation du mouvement est : 



d^œ . , 

m-^^mg — kv\ 
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ou bien : 

dv . . 

m -TT — mg — kv^. 

Pour la facilité des calculs, nous poserons A = mgk , 
et l'équation pourra être mise sous la forme : 

-^=9- 9k'v' = 9(1- A'^'). (1) 

On en tire : 

g 1 — k^v- ^ ' 

d'où, en intégrant, 

Or, pour ^ = 0, onai; = 0; par suite, la constante 
est nulle, et il vient : 

t^-^l\±^.^ (3) 

2gk l —kv ^ ' 

Cette équation nous donne : 

^ff^^ __ l + kv 

d'où : 

Zght ght — glu 

e +1 e +g 

C'est la i*elation entre la vitesse et le temps. 
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Pour obtenir l'espace en fonction du temps, remplaçons 
V par sa valeur -^ dans l'équation (4), et nous aurons : 



gïU — ght 

dx \_ e — e 

e +e 



d'où, en intégrant, 

1 / ffht - gtu\ 

X — — T^ l\e +e I + const. 
Or, pour ^ = 0, on a a? = ; par suite, 

const. = -^2 ^2' 



et il vient : 



ght — ght 

1 je +e 



gk* 2 

On peut encore trouver une relation entre l'espace 
et la vitesse. 

En effet, si dans la formulé : 

dx = vdty 

on remplace dû par sa valeur (2), on a : 

, _ 1 vdv 
^^^gl - AV' 

d'où : 

X = — -^—71 Ml - A*^^) + const. 
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Or, si l'on observe que pour â? = 0, on a t? — 0, 
la constante est nulle, et il vient : 

Remarque. — L'équation (4) que l'on peut écrire : 

\ l—e 
\ -f- e 

nous apprend qu'à mesure que t augmente, v converge 

vers la valeur constante -r- Mais, on n'a t; = -r que 

pour ^ = oo ; par conséquent, le mouvement tend 
à devenir uniforme, mais il ne l'est jamais rigoureu- 
sement. 

11. Problème VII. — Trouver le mouvement d'un 
point matériel 2^^sant lancé verticalement de bas 
en haut dans un milieu résistant. 

Si nous comptons les abscisses positives dans 
le sens Oœ (flg. 7), l'équation du mouvement est : 

^^^' ^- d^x 

s ^-^ft wî^ - R, 

m ou bien, en posant R « mgk^v^ 



^ =» - p (1 + k^v% (1) 



On en tire : 



ai 1 ^^ (9) 
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d'où : 

^ = r arc tg Al? + consL 

gk 

Or, si Ton désigne par a la vitesse initiale, on a : i;=a, 
pour t «= 0, et, par suite, 

const. = — r arc tg ka. 
gK 



On a donc : 



t ==-r (arc tg ka — arc tg kv), (3) 



ou bien : 



1 . ka — kv ... 

t '^ —r arc tg rr — (4 

gk 1 -h k^av 

De cette formule on tire : 

1 ka — tg gkt 
^^'^ k' i + katsgkt' ^^' 

C'est l'expression de la vitesse en fonction du temps. 
On peut la mettre sous la forme suivante : 

1^ ka ces gkt — sin gkt 
"^ A * CCS gkt + ka sin gkt ' 

Pour obtenir l'espace en fonction du temps, il sutïît 
de remplacer v par sa valeur -j- » ce qui donne : 

dx 1 ka ces gkt — sin gkt 

dt k' cos gkt -f- ka sin gkt ' 
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et, en intégrant, 



X =• -TT l (cos gkt + ka sin gkt) + const. 

Or, pour ^ = 0, on a a; = ; par suite, la constante 
est nulle, et il vient : 



œ = — p l (cos gkt + ha sin gkt). (6) 

On peut aussi obtenir une relation entre l'espace 
et la vitesse. En effet, si dans la formule : 

dx == vdt, 
on remplace dt par sa valeur (2), on a : 

1 vdv 
dœ = — 



g 1 + k^)^' 



d'où : 



si l'on observe que pour a? = 0, on a î; == a, il vient : 



= — ~^, l (1 + k^a^) + const.; 



par conséquent, 

^ " 2gk^ l + k^v^-' ^^ 
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Si l'on désigne par h la hauteur la plus grande 
à laquelle parvient le mobile, et par T le temps 
de l'ascension, on a, en faisant v = dans les formules 
(7) et (3) : 

T «= -j arc tg ka. 

Le mobile parvenu à cette hauteur A, commence 
à descendre, et, si nous désignons par o! la vitesse qu'il 
possède lorsqu'il revient au point de départ, et par T' 
la durée de la chute, nous aurons, en vertu des formules 
(5) et (3) (n^ 10) : 



h^J^l ' 



2gk^ l — k^d^ ' 



1 . \ + ha\ 
2Qk i—ka'' 



en égalant les deux valeurs de A, on a : 



ou bien : 



(1 + A*a*) {1 - A*»'*) = 1 ; (8) 



d'où l'on tire : 



a' , " , . (9) 
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Or, le dénominateur de cette dernière formule étant 
plus grand que l'unité, il s'ensuit que al est toujours 
plus petit que a. Donc, la vitesse avec laquelle le mobile 
revient au point de départ est moindt^e que la vitesse 
initiale. C'est d'ailleurs ce que l'on peut conclure 
facilement de la formule (8) laquelle nous donne : 

k^ [a^ — a'«) = k*a^'\ 

et, par conséquent, a > a'. 

Proposons-nous maintenant de trouver la relation qui 
existe entre le temps T de la chute et le temps T de 
V ascension. Nous allons démontrer que T' est plus gi^and 
que T. A cet effet, nous donnerons d'abord à l'expression 
de T une forme différente. 

De la formule (8), on tire : 



a =- / ^ (10) 



par conséquent, 



T = -^ arc tff 



gk "^ »/ 1 - A*a'« 

d'ailleurs, de la formule (10), on conclut, puisque 
la vitesse initiale a est toujours réelle, que l'on a ka^ <\. 
Cela posé, pour démontrer que T' > T, remarquons 
que l'on a : 



T' — T =- -i- 
gh 



, . \ -\- ka' , ka' 

1 l 1 zn:7 — arc tg 



i — ka' °|/i-_/^2^'2 



T' — T est donc une fonction de a' : or, pour a' == 0, 
on a T' — T == 0. Donc, si T' > T, il faut que pour toutes 
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les valeurs possibles de a', la fonction T' •— T soit 
croissante, et, par conséquent, que sa dérivée soit 
positive. 
Mais, on trouve facilement : 



d (V — Ti _ 1 ( 1 , 

da' g\/l — k^a!^ ( 1/ 1 — k^CL'^ 



or, ka^ étant plus petit (jue Tunité, j/l — k^a'- est réel ; 
d'ailleurs, on a : 



1/ 1 — A^a'* 



>1, 



et. par suite, la dérivée de T' — T est positive; 
cette fonction est donc croissante, et l'on en conclut 
que le temps de la chute est plus grand que celui 
de r ascension. 



CHAPITRE IL 



Mouvement curviligne d'un point libre. 



12. D'après ce que nous avons vu, si la direction 
de la force qui agit sur un point matériel libre est 
variable, ou, si la direction de la force étant constante, 
le mobile a reçu une vitesse initiale dont la direction 
ne coïncide pas avec celle de la force, le 7nouve77ient 
est curviligne. 

Or, nous savons que, de quelque manière que la force 
varie en grandeur et en direction, l'accélération totale 
du mouvement de ce point est à chaque instant dirigée 
suivant la direction de la force, et qu'elle est de même 
sens. Nous savons aussi que, m étant la masse du point 
matériel, la grandeur de la force est liée à la grandeur 
de l'accélération par la relation (I, n** 198) : 

p » m(p. 

13. Cela posé, proposons-nous de trouver les équations 
différentielles du mouvement d'un point matériel libre 
soumis à V action d'une force donnée P. 

Rappelons-nous d'abord que si l'accélération © est 
la résultante de plusicm^s accélérations ?', 9", ... la force P 
est de même la résultante des forces P', P",... respecti- 
vement égales à mcp', m^",.- appliquées suivant 
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les directions de ces accélérations. En d'autres termes, 
à toute décomposition de l'accélération totale correspond 
une décomposition analogue de la force P. 

D'après cela, soient a?, y, z les coordonnées du point 
matériel m, rapporté à trois axes rectangulaires, 
m la masse de ce point, et P la force qui le sollicite. 
Nous pouvons décomposer l'accélération ç parallèlement 
aux axes, et nous aurons pour les accélérations 
des mouvements projetés : 

d^x iPy â^z 
di^ ' dt^ ' rf^ ' 

La force P peut être décomposée suivant les trois 
mêmes axes. Soient X, Y, Z ses trois composantes : 
elles sont respectivement égales au produit de la masse m 
par l'accélération correspondante. Nous aurons donc 
les équations : 



d^œ 
dt^ 









Ce sont les équations différentielles du mouve7ne7it. 

Remarque I. — Si le mouvement s'effectue dans 
un plan, on peut le rapporter à deux axes rectangulaires 
pris dans ce plan, et les équations différentielles du 
mouvement seront : 
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Remarque II. — On peut aussi décomposer l'accélé- 
ration cp en deux accélérations ; l'une tangentielle, 
l'autre centripète, qui ont pour expressions : 



dv v'^ 

~~rT » et — » 

at p 



p étant le rayon de courbure de la trajectoire. 

Si l'on décompose la force P en deux forces dirigées, 
l'une T suivant la tangente, l'autre N suivant la normale 
principale ou le rayon de courbure, ces deux composantes 
étant respectivement égales au produit de la masse par 
l'accélération correspondante, nous aurons les deux 
équations : 






N = 

? 

La force T s'appeUe la force tangentielle, et la force N 
la force centripète. 

On voit par ces deux- dernières équations que 
le changement de grandeur que la vitesse du mobile 
éprouve avec le temps est uniquement dû à la foi^ce 
tangentielle, et lé changement de direction de cotte 
vitesse est uniquement dû à la force cejitripète. 
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On en conclut encore que, si la force tangentielle est 
constamment nulle, c'est-à-dire si la force P est à 
chaque instant normale à la trajectoire, la vitesse 
du mobile sera constante, et le mouvement sera 
uniforme; si la force P est à chaque instant dirigée 
suivant la tangente à la trajectoire, cette trajectoire 
sera une ligne droite (p = oo). 



Intégration des équations différentielles 

du mouvement. 



14. Problème I. — Connaissant le m^uvonent 
d'un point matériel, trouver la fot^ce motrice et la vitesse 
du point à un instant quelconque. 

Si le mouvement du point matériel est donné, 
on connaît a?, y» ^ ^n fonction de t, et il est facile 
de déterminer la force motrice et la vitesse du point 
matériel. 

En effet, en différentiant, on a les valeurs de 

il Y* fil I fi '" 

ir» -TT'-iT- ^^ fonction de t, et, par suite, on connaît 
(It dt dt '- 

la vitesse en grandeur et en direction. 

En différentiant de nouveau, on obtiendra les valeurs 

d'^ ce d'*'9/ d' z 
do -ITT» -jfî^ -fjô^ et, par conséquent, on connaîtra 

la force motrice en grandeur et en direction. 

15. PROBLÈîkiE IL — On donne la force motrice 
en fonction du temps t, de la vitesse et de la position 
du mobile, et Von demande de déterminer le mouvement 
du imni matériel. 
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Supposons donc que Ton donne X, Y, Z en fonction 
de t,x,y, z, v^.Vy, v^ : nous aurons les trois équations : 






-r,\t,œ,y,^, e/r dt' dt)' 

^L - f It nr y . ^ ^ ^\ \ m 
atz -n[t,x,y,., ^^, ^^, ^^j. I (1) 

d^z ^ ( dx dy dz\ 

-âtï -= /3 ^^ ^» y^ ^' rf7' ^' -ai) 

Nous avons donc à intégrer trois équations différen- 
tielles simultanées du second ordre. Les intégrales 
de ces équations, c'est-à-dire les équations finies 
du mouvement, renferment six constantes ar))itraires 
distinctes, et Ton a : 

X a^ Çj (&, Cj, Co, C3, C?4, C5, C'g), 

2/ «= <P2 (^ ^1, ^25 ^3. ^4» ^5' ^e)» / (2) 

-* ^^ ^3 (^» ^i' ^2' ^3» ^4> ^^3» ^c)' y 

Pour déterminer ces constantes, il suffît de connaître 
pour ^ = 0, c'est-à-dire pour Torigine du temps, 
la position du mobile, et sa vitesse en grandeur 
et en direction. On doit donc connaître les coordonnées 
•^0' y^i^ ^0 ^^^ mobile pour ^ = 0, et les valeurs 
(^ir)o' (^î/)o» (^'2)0 des composantes de sa vitesse pour ^=0. 

Or, si l'on fait i = dans les équations (2), et si l'on 

y fait en même temps x = x^,y = 2/0' ^ "^ ^0» ^^ ^^^^^ 
trois équations entre les six constantes. 

D'autre part, en différentiant les équations (2) par 
rapport à t, on a pour les composantes de la vitesse du 
mobile : 
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duc ... » 

~3J Yi (^ ^1% ^2» ^3» ^4' ^5' ^e)» 

"^ "^ rS ^^J ^1' ^2' ^3» ^4» ^5* ^6/» / (^) 



'^" '^ YC (^» ^l> ^«» ^3» ^4' ^5» ^*«/* 



/ 



Si l'on fait, dans ces équations (3), ^ = 0, et en même 

• 1, , dx dy dz , , 

temps SI 1 on y remplace -ji'-Tf'-ji P^r leurs valeurs 

initiales {v^)^, (^?/)o» (^'2)0* ^^ ^^^^ *^^^s nouvelles 
équations entre les six constantes. 

Nous aurons donc en tout six équations pour 
dét^erminer les six constantes. En substituant les valeurs 
ainsi obtenues de ces constantes dans les équations (2) 
et (3), on a les équations définitives du mouvement. 
Enfin, en éliminant t entre les équations (2), on aura 
deux équations en x, y, z, qui seront les équations 
de la trajectoire. 

Remarque. — On peut résoudre les équations (2) et (3) 

par rapport aux constantes qui seront ainsi exprimées 

dx d\i dz 
en fonction de t, x, //» ^» "77 » 777» "it- Les équations (2) 

et (3) peuvent donc être remplacées par les six 
équations : 

_ /, dx dy dz\ \ 

c,-b, \t.x,y,z,-j-^. -^-, -^j, 

_ , /. dx dy dz\ 



(4) 



_ / dx dy dz\ \ 

c,--Y,yt,x,y,z.-^^. -^, -^j. 1 
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Ainsi donc, Tintégration des équations (1) nous 

donne six fonctions de t, a?, y, '^^ 7/7 ' "^ • 777 * ^^^ 

restent constantes pendant toute la durée du mouvement. 
Ces six équations sont ce que Ton appelle les intégrales 
des équations du mouvement. 

16. Propriété. — Toute autre fonction des mêmes 
variables qui resterait constante pendant toute la durée 
du mouvement sera exprimable en fonction des six 
premières fonctions. 

En effet, si aux équations (4) on ajoute une septième 
équation : 



« I . dx dy dz\ 

^(i'^^y'^'Tt'-i'di)^ (5) 



c étant une nouvelle constante, on pourra éliminer 
^> y, ^, 737» 7^» 37 entre les équations (4) et (5), et l'on 
obtiendra une équation : 



F (^ c,, C2, C3, c^, C5, Cg, c) = 0. (6) 

Or, de cette équation il résulterait que c varie 
avec le temps, ce qui est contraire à l'hypothèse. 
Si donc c est une constante, le temps t doit disparaître 
de lui-môme de l'équation (6), et cette équation exprime 
alors c en fonction des six constantes Cj, c^,... Cg 
seulement. Par conséquent, l'équation (5) rentre dans 
les équations (4) : elle n'exprime pas une propriété 
du mouvement distincte de celles qui résultent des 
équations (4). 

Remarque. -^ Il résulte de ce que nous venons 
de voir que le problème de l'intégration des équations 

3 
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du mouvement d'un point matériel se réduit à chercher 

dcc du dz 
six fonctions de t, œ, y, z, —rri -jp •^, qui restent 

constantes pendant toute la durée du mouvement. 

Donc, du moment où, par une combinaison quelconque 
des équations du mouvement, on parvient à une équation 
integrable, l'intégrale de cette équation sera une 
integi^ale du problème. N'oublions pas que chaque 
intégrale exprime une propriété du mouvement. 

Il arrive même, dans certains cas, que Ton peut 
trouver des intégrales nouvelles au moyen des intégrales 
déjà obtenues. Ainsi, par exemple, en appliquant 
une méthode remarquable due à Jacobi, et que nous 
avons exposée ailleurs \ on peut, dans certains cas, 
connaissant deux intégrales d'un problème de Mécanique, 
en déduire une troisième par de simples différentiations. 



1. Sur V intégration des équations de la Mécanique, Liège, 
Desoer, 18^. 



CHAPITRE III. 

'. Théorèmes généraux de la Dynamique 

du point. ' ■ 

Théorème des quantités de mouvement. 

17. On appelle quantité de mouvement d'un point 
matériel de masse m^ animé d'une vitesse ^, le proc^uit 
mv de la masse par la vitesse (I, n*" 202). On peut 
assimiler ce* produit à une force, en attribuant à lai 
quantité de mouvement la direction de la vitesse Vh 
On lui donne le signe de la vitesse. 

On peut représenter la quantité de mouvement 
d'un point matériel par une longueur mk. qui lui est 
proportionnelle , portée sur la tangente à partir 
du point m dans le sens du mouvement. 

La quantité de mouvement étant assimilée à une force, 
on peut la décomposer comme une force suivant trois 
axes coordonnés. Chaque composante sera la quantité 
de mouvement projetée sur l'axe. 

On peut aussi prendre le moment de la quantité 
de mouvement par rapport à un axe : c'est le produit 
de la projection de m A sur un plan perpendiculaire 
à Taxe par la plus courte distance de mk à cet axe. 
On lui donnera le signe -h ou le signe — suivant 
les conventions adoptées (I, n^ 234). 

18. 'Dans le mouvement rectiligne d'un point matériel 
de masse m, soumis à l'action d'une force P, on a : 

dv ^ 
'""Tt-^^ 
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d'où : 

mdv = FdL 

En intégrant entre les limites et ^, et désignant 
par Vq la vitesse du mobile pour ^ = 0, on a : 



V — thVq -= fpdt. 



Le produit Fdt est ce que Ton appelle Vimpulsion 

t 

élémentaire do la force P ; l'intégrale / Fdi s'appelle 

o 

Vimpulsion totale de la force pendant le temps auquel 
l'intégrale se rapporte. 

On voit que l'impulsion d'une force est une quantité 
composée de l'intensité de la force et du temps de son 
action. 

19. Les deux dernières équations nous donnent donc 
fes deux théorèmes suivants : 

Théorème L — Dans un mouvement rectiligney 
V accroissement élémentaire de la quantité de mouvement 
du mobile pendant Vintervalle de temps dt, est égal 
à Vimpulsion élémentaire de la force V pendant ce temps. 

Théorème IL — Dans un mouve^iwnt rectiligne, 
V accroissement total de la quantité de mouvement 
pendant un temps fini quelconque t, est égal à Vimpulsion 
totale de la force P pendant ce temps, 

20. Dans le cas d'un mouvement curviligne,^ on a, 
en désignant par T la composante tangentielle de la force : 



^^ m 

m ^^ - T, 
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d'où : 



et, en intégrant, 



r. 

— 771Vq «= fTdt. 



mv 

o 



On en conclut le théorème suivant : 

Théorème. — Dans un mouvement curviligne, 
V accroissement de la quantité de mouvement dCun poini 
matériel pendant un temps quelconque infiniment petit 
ou fini^ est égal à Vimpulsion de la force tangentielle 
pendant ce temps. 

21. Remarque I. — Si la force P est la résultîinto 
de plusieurs forces agissant sur le point m, la composante 
tangentielle de P est égale à la somme algébrique 
des composantes tangentielles des forces appliquées 
au point m. On a alors le théorème suivant : 

Théorème. — Dans un 9nouvement curviligns^ 
Vacc7*oissement de la quantité de tnouvement d'un 
point matériel pendant un temps quelconque est égal 
à la somme des impulsions élémentaires tangentielles 
de toutes les forces qui agissent sur le point matériel 
pendant ce temps. 

22. Remarque IL — Le théorème des quantités 
de mouvement peut être appliqué au mouvement projeté 
sur une droite fixe. 

Considérons, en effet, le mouvement projeté sur l'axe 
des â?, par exemple ; nous aurons l'équation : 



d-x ^ . 
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on en tire : 



mdVx = Xdt, 



d'où, en intégrant, 



?a? — • m{t?-r)o =^fxdL 



o 



Or, l'axe des a? étant une droite quelconque, on en 
conclut le théorème suivant : 

Théorème, -r-^ L'accroissement pendant un intervalle 
de temps infiniment petit ou fini de la quantité 
de mouvement projetée, sur un axe fixe est égal 
à Vimpulsion de la force projeté^ pendant ce temps.. 



Théorème des moinents 
des quantités de mouvement. 



23.. Reprenons les équations du mouvement d'un 
point matériel libre : 

» . ' ^ • d^ 

•'• . . - ■ ■ • • ' • 

.2 = *«d?- 



Y »=m 
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Multipliant la première par y, la seconde par x^^ 
et retranchant, il vient : 

Or, le second membre de cette équation n'est autre, 
que la dérivée par rapport à t de Texpression : 



v' 

/ dy dx\ 



on a donc : 



V . ^ d l dy dx\ 

Mais, si l'on désigne par Q la projection de la force P 
sur le plan des xy (fig. 8), et par q la distance de cette 
projection à l'origine 0, on a : 

Qg = Yo? — Xy. 

D'autre part, la quantité de mouvement étant 

considérée comme une 



Fig. 8. 



sont rn -j^.m-^jj.m-^rrX 



sionml^r 



force , ses composantes 

dm dy dz \ 

-77, w -jT» ^^ -jt 
dt ' dt dt 

par conséquent, l'expres- 

5^-^iy^lrfest 
_ y_|nest 

autre que le moment par 
rapport à l'origine de. 
la quantité de mouvement 
du mouvement projeté 
sur le plan des xy, om le 

moment par rapport à Taxe des z de la quantité 

de mouvement du point m 
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, En désignant par u la vitesse du mouvement projeté, 
par p sa distance à Torigine, on a : 



(dv dûo\ 



par conséquent, 

d (mup) 
^* dT'' 

ou bien : 

d (mup) "» Qgdl. 

On en tire, en intégrant, et désignant par m^, et p 
les valeurs de w et de p pour t = 0, 







mup — mit^p^ ~ I Qqdt. 

u 

t 

Mais, fQq dt est la somme des moments par rapport 



o 



& l'origine des impulsions élémentaires de la force 
projetée sur le plan des xy^ ou la somme des moments 
par rapport à l'axe des z des impulsions élémentaires 
de la force P. D'ailleurs, le plan des xy est quelconque. 
On a donc le théorème suivant ; 

Théorème. — U accroissement total du moment 
de la quantité de mouvement projetée sur un plan par 
rapport à un point quelconque du plan de projection 
pendant un temps quelconque, est égal à la somme 
des moments par rapport à ce point des impulsions 
élémentaires de la force projetée pendant ce tempsi 
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24. On peut encore énoncer ce théorème de la 
manière suivante : 

Théorème. — Vaccroissenient total du moment 
de la quantité de mouvement d^un point matériel par 
rapport à un aœe pendant un temps quelconque est égal 
à la somme des moinents par rapport à cet axe 
des impulsions élémentaires de la force pendant 
ce temps. 

85. Remarque. — Si la direction de la force P 
rencontre constamment Taxe des z^ ou lui est parallèle, 
le moment do la force P par rapport à cet axe sera nul 
à chaque instant, et nous aurons : 



Qg « Yâ? — Xy — ; 



on a alors : 



'"(^3r-î'ë)=*'^"*'- 



bu bien : 



mup -= mujOo == const.. 



On a donc le théorème suivant : 

Théorème. — Lorsque la direction de la force 
appliquée à un point mobile rencontre constamment 
une droite fixe ou lui est parallèle^ le moment 
de la quantité de mouvanent du point par rapport 
à cette droite est constant. 

L'équation : 

dy dx . 

est une intégrale première des équations différentielles 
du mouvement. 
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Théorème des aires. 



86. L'équation (n° 23) : 

Ya;-Xy = m(a.^f--y^,j, (I) 

f 

peut donner lieu à une interprétation géométrique 
remarquable. 

Soient m' la projection du point m sur le plan des œy 
(flg. 8), p et 6 les coordonnées polaires de ce point m' ; 
on a facilement : 

xdy — ydx « pW. 

Or, ^p«d9 est l'aire élémentaire décrite pendant 
le temps dt par le rayon vecteur p sur le plan des ooy. 
En désignant par A« l'aire décrite par ce rayon vecteur 
à la fin du temps t^ cette aire étant comptée à partir 
d'une droite fixe, l'axe des œ par exemple, nous aurons : 

xdy — ydx «= 2dkz, 

• ■• 

Par suite, l'équation (1) nous donne : 

^ ^ ^ d^kz dH2kz) 

Yx-Xy^2m ^^, -m-^^, 



ou bien : 
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'Q et g ayant la signification indiquée précédemment 
(n^ 23). D'ailleurs, le plan des œy étant quelconque, 
on a le théorème suivant : 

Théorème. — Dans le mouvement projeté sur un jÂeùn, 
le moment de la force projetée est relié au double 
de Caire décrite par la projection du rayon vecteur 
par la même loi qui relie la force et Vespace parcouru 
dans le mouvement rectiligne. 

27. Si la direction de la force P rencontre 
constamment l'axe des z, ou lui est parallèle, 
le moment Qq est nul à. chaque instant, et l'on a : 

d'où : 

dAs c 



dt 



> 



et, par suite, en intégrant de nouveau 



A =-^ 



la coristante étant nulle, si l'on admet que l'on compte 
les aires à partir de la . position initiale du rayon 
vecteur p. 

On a donc le théorème suivant : 

Théorème. — Lorsque la direction de là force 
motrice rencont7^e constamment un axe fixe ou lui est 
parallèle, le 7^ayon recteur mené d'un point dé cet 
axe au point mobile, projeté sur un plan perpendiculaire 
à Vaxe, . déc7*it dans ce plan des aires proportionnelles 
au temps., 
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C'est en cela que consiste le théorème de la 
conservation des aires^ ou mieux de la proportionnalité 
des aires. 

88. Supposons maintenant que la direction de la 
forcé P pa^se constamment par un point fixe 0, 
et prenons ce point pour origine. La force P rencontrant 
alors les trois axes coordonnés, nous pouvons appliquer 
le théorème précédent à chacun de ces axes, et nous 
aurons les trois équations r 



2 '' 



A -.^/ 






qui sont équivalentes aux trois suivantes : 

dz du 

dx dz ^ 

'-di-''di = ^' 

rfy dx ^ 
dt ^ dl 

Les constantes A, B, C se déterminent au moyen des 
conditions initiales, c'est-à-dire au moyen de la position 
initiale du mobile, et de la grandeur et de la direction 
de la vitesse initiale. 

Les trois dernières équations n'étant autres que des 
combinaisons analytiques des équations du mouvement 
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sont des intégrales des équations du mouve^nent. 
Ce sont des intégrales premières de ces épations. 

29. On en déduit facilement que la trajectoire 
du mobile est une courbe plane, dont le plan passe par 
Vorigine des coordonnées. 

En effet, on sait que l'on obtient les équations 
de la trajectoire en éliminant t entre les expressions 
des coordonnées (I, n° 52), ce qui nous donne deux 
équations finies entre les trois variables œ, y, z. 
Or, en multipliant les trois équations précédentes 
respectivement par a?, y, z, et ajoutant, on obtient 
une équation indépendante du temps : 

Ax + By + Cz = 0. 

Cette équation est donc une des équations de la 
trajectoire. Or, elle représente un plan passant par 
l'origine des coordonnées. Donc, la trajectoire est plane, 
et son plan passe par le point fixe 0. 

30. De ce que la trajectoire est plane, on déduit, 
en désignant par S l'aire décrite par le rayon 
vecteur 0«i, et en appliquant le théorème des projections 
des aires planes : 



S = l/Aa.*-^ + A,/ + A/, 



par suite, 



S = I |/a* + B'^ + C^ . ^ 



Donc, l'aire décrite par le rayon vecteur dans l'espace 
est proportionnelle au temps. On a donc le théorème 
suivant : 
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Théorème. — Quand la force qui sollicite un point 
matériel libre passe constamment par un oenl^'e fix€\ 
la trajectoire est une courbe plane dont le plan passe 
par ce centre^ et le, rayon vecteur mené du ■ centre 
au point mobile décrit, dans ce plan, des aires 
proportionnelles au temps. 

Cette propriété constitue le théorème des aires. 

31. Réciproquement, si le rayon vecteur mené 
d'un point fixe à un point libre m, décrit une aire 
plane qui varie proportionnellement au temps, la fore 3 
qui sollicite le point matériel passera par le point 0. 

En effet, si le rayon vecteur décrit une aire plane 
qui varie proportionnellement au temps, la même 
propriété aura lieu pour les aires décrites par les 
projections du rayon vecteur Om sur trois plans 
rectangulaires passant par le point 0. 

Les dérivées de ces aires par rapport au temps 
seront donc constantes, et nous aurons les équations : 

dz dif _ 

dx ^ _ R 

" dt ~^ dt "~^^' 



du 
dt 


dx 

y dt-' 


V. 


, en diffcrcntiant, 


, 


d'z 
y dl'- 


d-y 
" d'F 


0, 


d'x 
^ dt^ 


d'z 


0, 


d^y 


d*x 

-y-dF" 


0, 
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■ 

OU bien, en ayant égard aux équations du mouvement : 

Zy — Y^ = 0, 
Xz — Zx = 0, 
Yx — Xtj^O, 
d'où : 



X y 



z 



Donc, la direction de la force coïncide avec celle 
du rayon vecteur et par conséquent elle passe par 
le point 0. , ... 

32. Propriété. — Lorsque la force qui sollicite 
un point maternel est constamment dirigée vers 
un centre fixe^ la vitesse de ce point est à chaque 
instant inversement promotionnelle à la perpendiculaire 
abaissée du centre fixe sur la direction de la vitesse. 

En effet, on sait (n° 25) que, dans ce cas, le moment 
de la quantité de mouvement dans chacun des trois 
plans coordonnés est une quantité constante, et Ton 
a pour chacun de ces plans la relation : 

mup == const. 

Or, la trajectoire étant plane, on peut prendre 
son plan pour plan des xy, par exemple, et l'on a dans 
ce plan, u étant alors la vitesse du point matériel : 

mup = const,, 
ou bien : 

up = K, 
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d'où : 



K 
w «= — 

P 



ce qui démontre la propriété énoncée. 



Théorème des forces vives. 
Surfaces de niveau. 



33. Travail d'une force. — Avant d'établir 
le théorème des forces vives, nous devons donner 
quelques détails sur le travail des forces. 

Supposons un point matériel sollicité par une force 
constante en grandeur et en direction, la direction 
du mouvement coïncidant avec celle de la force. 
On appelle Travail de la force P le produit de cette force 
par le .chemin décrit par son point d'application. 
Si donc AB est le chemin décrit par le point d'applicatioxi 
de la force P pendant un temps t quelconque, le produit; 
P X AB sera le travail de la force pendant ce temps. 

Considérons maintenant un point matériel libre 
sollicité par une force quelconque dont la grandeur et la 
direction sont données à chaque instant. Sous l'action 
de cette force, le point subit, pendant un temps 
infiniment petit dt, un déplacement infiniment petit mm\ 
dont la direction ne coïncide pas, en général, avec 
la direction de la force. On appelle Travail élémentaire 
de la force P, le produit de cette force par la projection 
sur sa direction du déplacement élémentaire ds du point 
d'application. 
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Si donc on désigne par a l'angle du déplacement, 
compté dans le sens du mouvement, avec la direction 
de la force, comptée dans le sens de la force^ le travail 
élémentaire de la force P sera : 

P . c& ces a. 

Ce travail élémentaire sera positif ou négatif, suivant 
que la projection du déplacement est dirigée dans le sens 
de la force, ou en sens contraire. Il sera donc positif 
ou négatif, suivant que l'angle « sera aigu ou obtus ; 
si l'angle a, est droit, le travail élémentaire sera nul. 

En Mécanique appliquée, un travail positif est 
un travail moteur ^ et un travail négatif est un travail 
résistant. 

Remarque. — L'expression du travail élémentaire 
peut être mise sous la forme : 

P ces a . cte ; 

sous cette forme, on voit que le travail élémentaire 
est le produit du déplacement élémentaire ds par 
la projection sur le déplacement de la grandeur 
de la force. 

34. Théorème. — Si plusieurs forces agissent 
simultanément sur un même point matériel^ le travail 
éléinentaire de la résultante est égal à la somme 
des travaux élémentaires des composantes. 

La démonstration de ce théorème est identique à celle 
que nous avons donnée (I, n° 377) pour le théorème 
des moments virtuels. 

35. Travail total. — Si un point matériel, 
libre ou non, parcourt une trajectoire AB, et est sollicite 
par une force variable en grandeur et en direction, 

4 



— so- 
le travail total de la force, pendant que le point 
décrit un arc quelconque de la trajectoire^ est égal 
à- la somme des travaux élémentaires de cette force 
correspondant aux différents éléments dont se compose 
le cheynin parcouru par le mobile. 

En désignant par ds l'élément de la trajectoire, par a 
l'angle que fait la tangente au point m dans le sens 
du mouvement avec la force en ce point dans le sens 
où elle agit, nous aurons pour l'expression du travail 
total : 

: • ■ . ' •■ • 

S _ 

fp coscL.ds. 

Remarque. — Si l'on désigne par T la composante 
tarigentielle de la force P, on a : 

p ces a = T ; 

par conséquent, l'expression du travail total peut être 
mise sous la forme : 

s 

fTds. 

«0 

On en conclut que le travail élémentaire d'une force 
est égal au travail élémentaire de la composante 
tangentielle ; le travail total est égal à la somme 
des travaux élémentaires de la composante tangentielle. 

36. Théorème. — Si plusieurs forces agissent 
simultanément sur un même point matériel, le travail 
total de la résultante de ces forces pendant un temps 
quelco7ique est égal à la somme des travaux des 
composantes. 



— 51 — 

Ce -théorème est évident, puisqu'il a lieu pour 
chacun des éléments dont se compose le déplacement 
total du points 

37. Unité de travail. — Le travail, comme nous 
l'avons défini, est le produit d'une force par une 
longueur. Si nous prenons le kilogramme pour unité 
de force, et le mètre pour unité de longueur, Vunité 
de travail sera bien déterminée. Ce sera le travail 
développé par une force constante d'un kilogramme, 
lorsque son point d'application se déplace d'un mètre 
suivant sa direction. 

Cette unité de travail s'appelle le kilogrammètre: 

38. Ces notions établies, reprenons l'équation 
différentielle : 

T étant la composante tangentielle de la force. 
Multipliant les deux membres par ds, il vient :' 

m -yz dv = Tds, 
dt 

ou bien : 

mv dv == Hds. 

En intégrant entre les limites correspondant à deux 
positions du mobile, on a : 

s s 

mv^ — 771V Q^ = 2 fnds = 2 Tf ces oLd$l (1) 

Vq étant la vitesse du mobile lorsqu'il occupe la position 
pour laquelle l'arc s est égal k s^. 
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Le produit nvo^ de la masse d'un point matériel par 
le carré de sa vitesse est ce que l'on appelle la force 
vive de ce point. L'expression ^ mv^ s'appelle Impuissance 
vive. On a donc le théorème suivant : 

Théorème. — V accroissement de la force vive 
d'un point matériel pendant un intervalle de te^nps 
quelconque, est égal au double du travail de la force P 
pendant ce temps. 

C'est en cela que consiste le théorème des forces vives 
pour le cas d'un point matériel libre. 

39. L'équation (1) peut être mise sous une autre 
forme qu'il est nécessaire de connaître. 

Soient œ, y, z les coordonnées rectangulaires 
du mobile à un instant quelconque, X, Y, Z les 
composantes de la force P parallèlement aux axes. 
On sait que le travail élémentaire de la force P est 
égal (n^ 34) à la somme algébrique des travaux 
élémentaires de ses composantes X, Y, Z. Or, le travail 
élémentaire de la force X est égal au produit 
de cette force par la projection du déplacement ds 
sur sa direction , projection qui est égale à dx : 
ce travail est donc Xdx. De même, les travaux 
élémentaires des forces Y et Z sont respectivement 
Ydy et Zdz. Par suite, le travail élémentaire de la 
force P a pour expression : 

Xdûo + Ydfj + Zdz, 

et l'équation (1) peut alors être mise sous la forme 
suivante : 

t. 
772V' — mvo' = 2 f(Xdx + Ydy -f Zdz) ; (2) 
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Tintégrale du second membre doit être prise entre 
les limites correspondant aux positions extrêmes 
du mobile, c'est-à-dire entre les limites et Mu temps. 

Cas particuliers. — Si la force P est nonnale 
à la trajectoire en chaque point, on a : T = 0, 
et l'équation (1) nous donne : 

par conséquent, le mouvement est unifonne. 

Si la force P est nulle, l'équation (1) nous donne 
encore : 

et le mouvement est aussi uniforme. 

40. Remarque. — L'intégrale du second membre 
de l'équation (2) a toujours un sens bien défini. En effet, 
X, y^ z sont des fonctions du temps t; par conséquent, 
dx, dy, dz sont aussi des fonctions de t, multipliées 
par dt. D'autre part, X, Y, Z sont, en général, 
des fonctions de œ, y, z et de ^ et, par conséquent, 
des fonctions de t. Il en résulte que Xdx + Yrfy -t- Zdz 
se réduit en dernière analyse à une fonction de t, 
multipliée par dt; par suite, l'intégrale du second 
membre peut toujours être calculée, quand le problème 
est résolu, et l'on peut ainsi vérifier le théorème 
des forces vives. Mais, il est évident que, dans 
ce cas, l'équation ne saurait être d'aucune utilité pour 
la connaissance des lois du mouvement : elle ne fournît 
aucune intégrale des équations du mouvement. 

41. Il existe un cas où le théorème des forces vives 
prend une forme très remarquable : c'est lorsque 
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les composantes de la force motrice étant des fonctions 
des coordonnées œ, y y z du mobile, l'expression 

Xc«a? + Ydy + Zdz, 

est une différentielle exacte d!une certaine fonction 
de X, y, z que nous désignerons par 9 (a?, y, z). 
On pourra alors intégrer cette expression sans rien 
connaître d'ailleurs des valeurs effectives de a?, y, z 
en fonction de t. 

En intégrant entre les limites et ^, et désignant 
par ^0, y^» ^0 ^^^ coordonnées du mobile pour ^ = 0, 
et par v^ la vitesse à cet instant, l'équation (2) nous 
donne : 

\ mv^ - |mt?o« = (f (X, y.z) — (f (x^, yo, z^). 

Elle constitue alors une intégrale des équations 
du mouvement^ et l'on dit que, dans ce cas, Vintégrale 
des forces vives existe. 

42. Nous pouvons observer que, pour que lâr 
condition d'intégrabilité soit remplie, on doit avoir les 
trois identités : 



dx dY 


dY dZ 


dZ 


dx 


dy dcc'' 


dz dy ' 


dœ " 


dz^" 



C'est ce qui arrivera lorsque X, Y, Z s exprimeront 
par les dérivées partielles d!une même fonction de x^y^z 
ne renfermant pas explicitement le temps. 

Ainsi, par exemple, si l'on a : 

^~dco' -^dy' ^^'W 



— sa- 
li vient : 



Xdx + Ydy + Zdz == d (f {œ, y, z). 



L'Intégrale des forces vives est : 



2 



fnv^ — Imv,^ = © (œ, y, z) - ff [x,, y,, z,), (3). 



Cette fonction ç qui jouit de la propriété' que 
ses dérivées partielles prises par rapport aux coordonnées 
sont égales aux composantes de la force, s'appelle 
fonction de force. Il' résulte de ce qui précède que, 
s'il existe une fonction de force ne renfermant pas 
explicitement le temps^ Vintégrale des forces tives 
eanste. 

* K ' 

43. L'équation des forces vives nous donne les 
propriétés suivantes : 

r L'accroissement delà force vive, lorsque le mobile 
passe de la position {x^, y^y z^) à la position (x, y, z) 
ne dépend que des coordonnées des points extrênies : 
cet accroissement est indépendant de la trajectoire que 
lé mobile a parcourue dans l'intervalle et du temps 
qui s'est écoulé entre les positions extrêniés.' 

2° La vitesse v du mobile est déterminée par 
la position qu'il occupe à l'instant considéré, de sorte qiië, 
si le mobile repasse plusieurs fois par la même position, 
il y repassera chaque fois avec la même vitesse. 

44. Surfaces de niveau. — L'équation : 

m«2 — wwo^ = 2 j (p (d?, y, ^) - (p (a;„, y^, z^% (3) 

, , • » ■ 

nous apprend que, si la fonction 9 . (^, y, ^). reste 
invariable, la vitesse ne changera pas. 
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Or, si nous considérons l'équation : 

9 (a?, y, z) — c, 

c étant une constante, nous voyons que, pour chaque 
valeur de c, cette équation représente une surface. 

Les diverses surfaces que l'on obtient en donnant 
à c des valeurs différentes s'appellent surfaces de niveau. 
Par chaque point de l'espace, il passe une surface 
do niveau et une seule, du moins si la fonction <p (^, y, z) 
a une valeur unique et déterminée pour un système 
donné de valeurs de a?, y, z. 

De l'équation (3) il résulte que, si le mobile traverse 
plusieurs fois une même surface de niveau^ sa vitesse 
reprendra chaque fois la même valeur, puisque, pour 
tous les points de cette surface, ? {x^ y, z) reprend 
la même valeur. Ce résultat est indépendant du chemin 
parcouru par le mobile pour arriver à la surface, 
et du nombre de fois qu'il l'aura traversée entre les deux 
époques considérées. 

45. Propriété. — Deux surfaces de niveau ne 
peuvent se rencontrer. 

Cela résulte de ce que deux sux'faces de niveau 
ont pour équations : 

? (^, y, ^) -= c, ff (X, y, z) « c\ 

et ces équations ne peuvent être vérifiées par les mêmes 
valeurs de a?, y, z. 

46. Propriété. — La force qui agit sur le mobile 
en un point quelconque de Vespace^ est normale 
à la surface de niveau qui passe par ce point. 
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En effet, on a : 

^^d^^ ^^di?' ^'=^' ^^> 

or, X, Y, Z sont proportionnels aux cosinus directeur 

de la force, et -r^» —• -r— sont proportionnels aux 

dœ dy dz ^ ^ 

cosinus directeurs de la normale à la surface de niveau. 
Les équations (4) expriment donc que la force coïncide 
avec la normale à la surface. 

Remarque. — On peut encore démontrer cette 
propriété au moyen de l'équation différentielle des 
surfaces de niveau : 

Xdœ + Yrfy 4 Zdz — 0. 

En effet, X, Y, Z étant proportionnels aux cosinus 
des angles que la force P fait avec les axes, et dx, dy, dz 
étant proportionnels aux cosinus des angles qu'un 
élément rectiligne de la surface fait avec les axes, 
l'équation précédente exprime la condition de perpcndi- 
cularité de la force à la surface. 

47. Si l'on considère deux surfaces de niveau : 
9 (œ, y, z) « c', 9 'a?, y, z) =* c\ 

rencontrées par le mobile respectivement aux points 
(a?, y, z), {x\ y\ z')y nous aurons : 

Par conséquent, X accroissement de force vive est 
constant, et indépendant de la forme de la trajectoire 
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entre les deux surfaces, ainsi que des points où la 
trajectoire rencontre les deux surfaces et du temps 
qui s'est écoulé. 

48, Propriété. — Si Po7i considère deux surfaces 
de niveau infiniment voisines, la distance de ces deux 
surfaces est', efi chaque point de la couche intermédiaire, 
inversement proportionnelle à là valeur correspondante 
de la force. 

Soient S et S' deux surfaces de niveau infiniment 

voisines (fig. 9), et 

Fig. 9. V o / 

? (00, 2/, ^) = c + de, 

les équations de ces surfaces. 
Soi t A un point de la surface S, 
et menons AB perpendiculaire à S' : la direction AB 
sera celle de là force P correspondante au point' A. 

Si le point matériel va de A en B, ou de A en un point 
quelconque M de là surface S' infiniment voisin, 
et si nous désignons par v^^ la vitesse du mobile sur 
la surface S, et par v sa vitesse sur S', par x^, y^, z^ 
les coordonnées du point A, et par x, y, z les coordonnées 
au point M de S', nous aurons : 

{mv^ — Imî^o* = cp {X, y, z\ - o [x^, y^,, z^) = de. 

Mais, 7 mu* — \mvQ^ est égal au travail de la force P, 
travail qui est égal à P . AB,- quelle que soit la position 
du point M sur S' ^ ; on a donc : ^ 

P . AB « de. 



1. AB est évidemment la .projection sur la force P du chemin 
parcouru par le mobile en allant du point A en un point quelconque M 
de S' infiniment voisin de A. 
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Or, de a la même valeur en tous les poiiits 
de la couche infiniment mince comprise entre les deux 
surfaces S et S'. Donc, en chaque point la valeur 
de la force P est inversement proportionnelle à l'épaisseur 
de la couche, ou à la distance des deux surfaces. 

49. Remarque. — Parmi les cas où il existe 
une fonction de force ^ c^est-à-dire pour lesquels 
Hdœ + Y(iy + Zdz est une difiTérentielle exacte, nous 
citerons celui où la force est constante en grandeur^ 
direction et sens. 

En prenant l'axe des z parallèle à la direction 
de la force, on aura : 



X = 0, Y = 0, Z = P, 



et, par suite. 



Xdx + Ydy + Ijdz = Pdz. 



Hintégrale des forces vives ^^i^ dans ce cas, 

\mv- — I m^o* =^P [z — Zq), 



ou bien, en général. 



mv^ = 2Pz + c. 



Les surfaces de niveau ont pour équation : 



-pdz =^ 0, d'où : dz = 0. 



et, par conséquent. 



^.= const. 
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Les surfaces de niveau sont donc des plans parallèles 
entre eux et perpendiculaires à la direction constante 
de la force P. 

Si le point est soumis à la seule action de la pesanteur, 
on a P = mg, et aloi*s l'intégrale des forces vives est : 

t?« = 2gz + c ; 

les surfaces de niveau sont des plans horizontaux. 

50. Un autre cas important où il existe une fonction 
de force est celui où le point matériel est sollicité 
par des forces dirigées vers des centres fixes^ et dont 
les intensités sont des fonctions des distances du point 
tnobile aux centres fixes. 

Soient, en effet, C (a, h, c) un centre fixe, ra (a?, y, z) 
le point mobile, r sa distance au centre fixe, F (r) 
la force que nous supposerons attractive. 

Les cosinus des angles que la force fait avec les axes 
étant: 

X — a y — h z — c 

t ) ' 

r r r 

il s'ensuit que les composantes de la force sont : 

X — a -ni, \ y ^^ T^/ \ -2: - c . 



-Y{r).::^-y^, -.F(r).-^j^, - F(r) 



» 

r 



nous aurons donc : 



Xrfa?+Yrfy+Zd^« — — (0?— a do? f(?/ - b)dy'\-[z-c]dzl 



Or, de la relation : 



r« « (x^aY + {y — hY -l- [z-C)\ 
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on tire : 

rdr = (x — a)dX'\-{y--h)dy'^[z — c) dz^ 

et, par conséquent, 

Hdx + Ydy + Zdz « — F(r) dr. 

L'intégrale des forces vives est alors : 



mv^ 



^ — 2fF{r}dr + c, 



et la vitesse reprend la môme valeur chaque fois que 

le mobile revient à la même distance du centre d'action. 

On voit que, dans ce cas, la fonction de force 

est — / F (r) dr. Les surfaces de niveau sont des sphères 
concentriques ayant pour centre le point C. 

Si la force était répulsive, il suffirait de changer 
les signes des cosinus qui auront aloi'S pour valeurs : 

X — a y — h z — c . 
> > > 

r r r 

les composantes de la force changeront de signes, 
ce qui revient à changer le signe de F(r). 

Si le mobile est soUicité par un certain nombre 
de forces attractives F(r), Fi(rj), ¥^{r^, ... dirigées 
vers des centres fixes, on aura pour l'intégrale des forces 
vives : 

mv^ « — 2^ F {r) dr — 2f¥, (rj) rfr^ + - . . + c 



— 2 Sy F r) dr -f- c. 
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La fonction de force est alors : 



'-'fF{r)dr—fF,(r,)dr, ... == — S^Frl^^. 



Théorème de la moindre action. 



51. Supposons un problème pour lequel l'intégrale 
des forces vives existe, de sorte que Ton ait pour tous 
les points de l'espace : 



ou, en abrégé. 



\mv^ = y (a?, y, z) + C. 



(1) 



Fig. 10. 




6 



Supposons qujB, pour aller de la position A à la 

position B, prise sur la trajectoire 
effective AMB (fig. 10), le mobile 
suive une route quelconque ACB 
tracée entre ces deux points : 
l'équation (1) donnera la vitesse 
du mobile en un point quelconque 
de cette route. 

Formons le produit mvds de la 
quantité de mouvement par l'élément 

^5 de la trajectoire réelle ou de la trajectoire fictive, 

et considérons l'intégrale : 



/ 



mvds. 



prise entre le point A et le point B. 
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. Le théorème de la moindre action consiste en ce que 
cette intégrale est, en général ^ un minimum pour 
la trajectoire effective, c'est-à-dire qu'elle est moindre 
pour cette trajectoire que pour toute autre courbe ACB 
tracée entre les deux points A et B. 

Le produit mvds est ce qu'on appelle la quantité 
d'action du mobile dans ' le parcours de l'élément ds ; 

/ mvdè est la quantité d'action totale' correspondant 
au passage de A en B. 
En vertu de la relation ds = vdt, on a : 



I mvds = I mv^dtj 



les deux intégrales étant prises entre les mêmes limites, 
et l'on voit par là que Vaction est aussi la somme 
des produits de la force vive par l'élément de temps. 

Soient x, y, z les coordonnées du point mobile sur 
la trajectoire effective. Pour passer aux coordonnées 
du point sur une trajectoire fictive infiniment voisine, 
il suffira de remplacer x,y, z, par x -^$x,y-\'$yyZ-\'$z\ 
les points extrêmes restent fixes. 

Voyons ce que devient, par ce changement, l'intégrale: 

. V = I mvds, 

prise sur la trajectoire entre les points A et B. 

Si nous prenons la variation 5V de cette intégrale, 
il vient : 

gV = 3 I mvds = I h {mvds) = / movds + 1 mvùds. 
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Or, la première intégrale nous donne, en remplaçant rf^ 
par vdl : 



/ movds «= / mvhv dt ; 



mais, mvh') est la variation de la force vive, et, par 
hypothèse, on a, pour tous les points de l'espace : 

d'où : 



mvlv = 5I 2*^ + ^ ^y + ^ 2-2: = XS^ + Yly + Zoz ; 



par suite, 



/ m Iv ds = f{XZœ + Yoy + Zhz) dé. 



Pour transformer la seconde intégi'ale, observons 
que l'on a : 

cl,s^ = dœ^ + dy^ + dz-, 
d'où : 

dsùds = dœodœ + di/ody + dzodz; 
par conséquent, 

^...::^ ^^^ -^ j dx ^ , , dt/ ^ j , dZs j 

dt dt dt ^^ dt 
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On a donc : 



8V =^fçSLZx + Yoy + Z8«) 



dt 



+/("* S ^'^ + *** w^'^y + "* S "'^^)- 



Or, l'intégration par parties nous donne : 



/dx^, r dœ ,-. dx^ r d*œ^ ,. 



(le même, 



^s^„_^«^s,. r^d*y 






Par suite, 



Mais, la quantité en dehors du signe f est nulle 
aux deux limites, puisque ces deux points sont fixes ; 
on a donc : 



— 06 — 

Or, pour la trajectoire cfiFoctivc on a, en. vertu 
(}os équations du mouvement, 



X_m^»0, i-m^{--0. Z-m-^^,^0. 



Par conséquent , pour la trajectoire effective , 
on a 3V = quels que soient 8x, ôy, Sz, 

La variation de Yintégrtxlo 1 m vds étant mille pour 
la trajectoire effective, il en résulte que cette intégrale 
est minimum pour cette trajectoire. 

Il est, d'ailleurs, évident que la fonction V ne peut être 
un maximum, puisqu'il est toujours possible d allonger 

le chemin fictif de telle manière que l'intégrale / mvds, 
prise le long de ce cliemin, croisse au delà de toute 
limite. 

REîiLVRQUE. — Le théorème de la moindre action 
ne fait connaître aucune intégrale nouvelle du problème. 
C/est un complément du théorème des forces vives. 



CHAPITRE IV. 



Mouvement d'un point matériel 

qui n'est pas libre. 

Force effective. — Force d'inertie. 



52. Considérons le mouvement d'un point matériel 
sollicité par une force P, et assujetti à satisfaire 
à certaines conditions, par exemple, à demeurer sur 
une surface ou sur une courbe. Il est évident que 
ce point ne prendra pas, sous l'action de la force P, 
le même mouvement que s'il était libre. Mais, il est 
évident aussi que l'on peut déterminer à chaque 
instant la grandeur et la direction de la force qui 
devrait agir sur ce point, sHl était libres pour lui 
communiquer le mouvement qu'il possède. 

Cette force est dirigée suivant l'accélération totale 
du mouvement, et égale au produit de cette accélération 
totale par la masse du point matériel (I, n"* 198): 
on l'appelle la force effective. La réaction du point 
matériel est égale et contraire à cette force effective : 
on l'appelle la force d'inertie. 

La force d'inertie d'un point matériel en mouvement 
est donc une force égale et directement opposée 
à la force effective, c'est-à-dire à la force qu'il faudrait 
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appliquer au point matériel, supposé libre, pour 
lui communiquer le mouvement qu'il possède à l'instant 
considère. 

Cela pose, soient m la masse du point matériel, 
X, y , z SOS coordonnées à la fin du temps t ; 
les composantes de la force qui, agissant sur ce point 
libre, produiraient son mouvement sont : 



d^x d^y dH 

""'W^ '''~dl^ "^W 



ce sont les composantes de la force effective. 
La force d'inertie aura donc pour composantes : 



d^x dHf d^z 

~^^rf^' -^rfl-' -""'w 



53. Nous avons vu (n** 13) que la force qui, agissant 
sur un point matériel libre, produirait son mouvement 
peut être décomposée en une force tangentielle , 
et une force centripète qui ont pour expressions : 



dv mv^ 
dt' p 



p étant le rayon de courbure de la trajectoire. 

La force d'inertie peut aussi être décomposée 
en deux autres : l'une normale à la trajectoire, 
l'autre tangentielle, et qui auront respectivement 
pour expressions : 



mv^ dv 

p dt 
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On leur donne les noms de force centrifuge 
et de force tangentielle d'inertie. 

Remarque. — Il faut bien remarquer que la force 
d'inertie n'agit pas sur le mobile : c'est une force 
qui n'existe pas. Elle est introduite en Mécanique pour 
faciliter l'énoncé de certains théorèmes. On peut dire 
qu'elle joue en Mécanique le même rôle que les artifices 
de calcul en Analyse. 



CHAPITRE V. 



Mouvement des projectiles dans le vide. 



Fig. U. 



54. Problème. — Un point matériel pesant est 
lancé suivant une direction donnée avec une vitesse 
donnée v^^ ; il se meut ensuite sous la seule action 
de la pesanteur supposée constante en grandeur 
et en direction. On demande de trouver le mouvement 
de ce point. (C'est le mouvement d'un projectile 
dans le vide.) 

Prenons le point de départ pour origine de trois 

axes rectangulaires, l'axe 
des z étant dirigé en sens 
contraire du sens dans 
lequel agit la pesanteur 
(fig. 11). Soit m la masse 
du point matériel ; la force 
constante qui agit sur le 
j mobile est égale à mg^ 
et dirigée dans le sens 
des z négatifs. 

Les équations diflPéren- 
tielles du mouvement sont, en supprimant le facteur m : 




dr- " ^' dt^ "~ ^ ' dt^ "~ 



-91 



(1) 
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on en tir^, en intégrant : 

dx dif , dz ,, , 

^-0, ^^-==c'. '^.--c'-gt. (2) 

Donc, le mouvement projeté sur les axes des x 
et des y est uniforme; sur Vaxe des z le nioitvemen 
projeté est uniformément retardé. 

Si nous désignons par «, (3, y les angles que la 
direction de la vitesse initiale v^ fait avec les axes, 
les composantes de cette vitesse sont t\, cos «, t\ cos (3, 
i?o cos y. Or, si dans les équations (2) on fait ^ =* 0, 
il vient : , . . 

(wi- m,-' {%-'-■ 

mais, d'autre part : 

(SI =^0 «"'='' (^1),= ''»'°'^' fê),= ^««°^^' 

par conséquent, 

c == v^ cos a, c' = Vq cos P, c'' « Vq cos y, 

et les équations (2) deviennent : 

dx dy r, dz , ,_, 

^ — ^0 cos a, ^ == î?o cos 3, -^j « '^0 cos y — 5^/ ; (3) 

d'où, en intégrant de nouveau : 

0? = t?Q^ cos a, «/ = t'o^ cos p, >3 = t'o^ cos y — J 5^/^. (4) 
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Nous n'ajoutons pas de constantes, puisque l'on doit 
avoir a? «= 0, y = 0, ^ « 0, pour t^O. 

Les équations (4) sont les intégrales finies des 
équations du mouvement (1) ; les équations (3) sont 
les intégrales premières. 

Des deux premières équations (4) on tire : 



X 



cosg. 
CCS a' 



donc, la projection de la trajectoire sur le plan des ccy 
est une ligne droite, et^ par conséquent^ cette trajectoire 
est une courbe plane. 

55. Rapportons donc la trajectoire à deux axes 
rectangulaires pris dans son plan, l'axe des y étant 

Fig. 12. 




dirigé en sens contraire du sens dans lequel agit 
la pesanteur (fig. 12). Les équations différentielles 
du mouvement sont : 



d*œ 
dt^ 



= 0, -i# = — ûr; 



dt^ 



(5) 



on%en tire, en désignant par a l'angle que la direction 
de la vitesse initiale v^ fait avec l'horizontale : 
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dx dy . . ,r,. 

œ = t\t CQS a, y == f o^sin a — ^gl^, (7) 

On conclut de là que la projection horizontale 
de la vitesse du mobile à un instant quelconque est 
une quantité constante. 

En éliminant t entre les équations (7) on trouve 
pour l'équation de la trajectoire : 



y = a?tga ^ 



2t?o* COS* a 



Donc, le 7nobile déant une parabole du second degré 
dont Vaxe est vertical^ et qui est tangente au point 
à la direction de la vitesse initiale, puisque, pour ^ === 0, 
on a : 



©.-'- 



Si Ton pose v^^ = 2gh, il vient pour l'équation 
de la trajectoire : 






56. Étudions maintenant les propriétés du mou- 
vement. 
Élevant au carré les équations (6), et ajoutant, on a : 

t?2 = t?o* + g'^t^ — 2v^gt sin a, (9) 
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ou bien, . en éliminant û au moyen do la deuxième 
équation (7) : 

^t^^t_2gy. (10) 

. Cette formule détermine la vitesse en un point 
quelconque de la trajectoire. 

Pour déterminer Xamplitude du tir, ou la portée 
du jet, faisons y = dans l'équation (8), il viendra : 



X- 



® Ah cos- a 
d'où l'on tire : 

œ^ =0, a?2 = OA = Ah sin a ces a = 2h sin 2a. 

Il résulte de cette formule que Y amplitude est 
maximum pour une même vitesse initiale i\, lorsque 
l'on a a -= 45**, et il vient alors : 

OA = 2h. 

Propriété. — Pour des directioiis qui s'éca^Hent 
également de la direction de 45°, les amplitudes sont 
égales. 

En effet, soient deux directions faisant des angles 
de part et d'autre de la direction de 45° ; nous aurons 
pour ces deux directions : 

or, 

sin 2 (45» i G) -= ces 20, 

et, par suite, pour ces deux directions, on a : 

OA = 2h cos 29. 
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57. Pour déterminer le sommet 0' de la parabole, 
c'est-à-dire le point correspondant à la plus grande 
hauteur à laquelle le mobile s'élèvera, nous aurons 
à chercher le maximum de y, c'est-à-dire le point pour 

lequel on a ^ == 0. On a donc l'équation : 

dœ^ ^ * )>h ces* a ** ' 

d'où l'on tire : 

X = 2h sin a ces a = A sin 2a ; 

donc, Yàbscisse du sommet est égale à la moitié 
de Vamplitude. 

Pour déterminer la hauteur du jet ^ remplaçons œ par 
sa valeur dans l'équation (8), nous aurons : 

y = h sin* a ; 

cette hauteur est elle-même un 7}iaximu?n pour « = 90®, 
et l'on a alors : 

Elle est, comme on voit, égale à la moitié de 
l'amplitude maximum du tir. 

Si l'on rapporte la trajectoire à son sommet 0', 
en faisant dans l'équation (8) : 

x = 2h sin a ces a -|- x', 

y s= A sin* a — y\ ^ 
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on trouvera pour Téquation de la trajectoire : 

Le paramètre de la courbe est donc Ah cos^ «. 

Il s'ensuit que, F 
étant le foyer, on a 
(flgr. 13): 

O'F « h cos« a ; 

si Ton prend : 

O'G =» O'F = A cos2 a, 

et si l'on mène par 
le point G une parallèle à l'axe des a?, on aura 
la directrice HG. 
La distance de la directrice à l'axe des œ est donc : 




OH = BG « O'B + O'G =- h. 



58. Problème. — Connaissant la hauteur h due 
à la vitesse initiale t?^, et la direction de cette 
vitesse, construire la trajectoire. 

Prenons sur Oy (flg. 14) une longueur OH = A; 

par le point H menons 
une perpendiculaire HD 
à Vq, et par le point D 
une perpendiculaire DE ^ 
l'axe Oy. Prolongeons ED 
d'une longueur DO' « DE : 
le point 0' sera le sommet 
de la parabole. On a, 







Fig 
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en effet, 
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OD = fe sia X, 

ED =ODcosa=-= Asiaacosa; 

donc, 

EO' = 2h sin a cos a. 

On obtient le foyer en prolongeant HD jusqu'à la 
rencontre avec la perpendicnlaire O'B à Taxe des x : 
en effet, on a : 

DF = HD «= A cos a, 
0'F*= DF cos ot «. À cos^ a. 

Enfin, OA = 20B sera l'amplitude du tir. 

59. Remarque I. — Si, dans la formule (10) qui 
donne la vitesse en un point quelconque de la trajectoire, 
on fait y = 0, on trouve pour la vitesse au point A : 

Donc, le mobile repasse par Vhorizontale avec 
sa vitesse initiale. 

Remarque II. — De cette même formule (10) on 
conclut encore que la vitesse sera minimum, lorsque y 
est maximum, c'est-à-dire au point 0'. Pour trouver 
cette vitesse minimum, il suffit de faire y = hsirr a dans 
la formule (10), et il vient : 

v^ == v^Q — 2gh siû^ ol^Vq^ — Vq^ sin^ a -= Vq^ co -^ a, 
d'où : 



V = VqCos a. 
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Donc, la vitesse au point 0', c'est-à-dire la vitesse 
minimum^ est égale à la projection horizontale de la 
vitesse initiale v^. 

Propriété. — En deux points m et m' (flg. 12) 
également distants du sommet 0\ ou à des hauteurs 
égales au-dessus de Vf horizontale^ les vitesses sont 
égales. 

Cela résulte évidemment de la formule (10). 

60. Proposons-nous encore de trouver le temps 
employé par le mobile pour aller de en 0\ Il suffit 
pour cela de faire v = VQCosa, dans la formule (9), 
ce qui nous donne : 

t\ * cos« aL=VQ^ + gH^ — 2vQgt sin a, 
ou bien : 

t'o- sin* a + gH^ — 2Vq gt sin a = 0, 

ou bien encore : 

Vq sin a — gt = 0, 
d'où : 



t\ sm g 



61. Considérons maintenant des projectiles lancés 
dans un même plan vertical avec une même vitesse 
initiale dans des directioiis différentes à partir d^un 
même point 0. 

Chacun de ces projectiles décrira une parabole : 
toutes ces paraboles seront situées dans un même plan 
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vertical, et elles seront représentées par l'équation (8) 
dans laquelle on fera varier l'angle a pour passer 
de l'une à l'autre. 

Or, il résulte des formules précédentes (n'' 57) que 
la distance OH de la directrice à l'horizontale est 
indépendante de a. On en conclut que, pour foutes 
les inclinaisons j)ossibles, et pour une même vitesse 
initiale v^^ les trajectoires auront la même directrice. 

D'ailleurs, le point étant un point de la courbe, 
on a : 

OF = OH = h. 

Par conséquent, les foyers de toutes les paraboles 
sont sur une même circonférence décrite du point 
comme centre avec OH = h pour rayon. 

Proposons-nous de trouver le lieu des sommets . 
de toutes les paraboles correspondant aux différentes 
valeurs de cf.. 

Les coordonnées du sommet 0' d'une parai )ole sont 
données par les formules : 

œ^ = 2h sin a ces a, 
y^ := h sin^ a. 

Pour obtenir le lieu des sommets, nous devons 
éliminer a entre ces deux équations, ce qui nous donne 
l'équation : 

Le lieu est donc une ellipse dont le centre est sur 
l'axe des y, au milieu de la hauteur OH = h due 
à la vitesse v^. 
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Proposons-nous encore de ù'vuver Venvéloppe dé 
toutes les paraboles représentées par Véquation (8) 
dans laquelle « sera considéré comme un paramètre 

variable. H sufSt pour cela d'éliminer a entre cette 

dtf 

équation (8) et l'équation -p =- 0, qui nous donne : 



X a ?' sin g , 

"" C0&* a 2A cos' a ' 



de cette dernière on tire : 



2h 

X 



d'où, en substituant dans (8), on trouve pour l'équation 
do l'enveloppe : 

x^ ^4h{h'- y). 

L'enveloppe est donc une parabole dont l'axe est 
dirigé suivant l'axe des y. Le sommet de cette parabole 
est au point H : en effet, en faisant x = 0, on trouve 
pour l'ordonnée du sommet y ^ h ^= OH. D'ailleurs, 
en faisant y = 0, on trouve a? = 2A = 2 OH pour 
l'intersection de la courbe avec l'horizontale ; par suite, 
le foyer est au point 0. 

62. — Problème. — Trouver sous quel angle il faut 
lancer un projectile du point 0, pour qu'il atteigne 
un point donné. 

Soient X, Y les coordonnées du point donné, a l'angle 
inconnu. Posons : 



tg« = t.. d'Où -J^ = i + «.. 
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L'équation (8) nous donne : 

X* (1 + u^) 



Y«=Xw - 



4h 



d'où Ton tire : 



w = Ç i ~ |/a« — 4AY— X«. 



Il résulte de là que, si l'on a : 

4¥ — 4hY — X« > 0, 

on aura deux valeurs réelles de w, et ces deux valeurs 
sont positives, lorsque X est positif. Par conséquent, 
dans ce cas, le mobile pourra être lancé dans deux 
directions différentes pour atteindre le but. 
Si l'on a : 

4/^2 — 4hY - X2 = 0, 

il n'existe qu'une seule direction déterminée par la 
formule : 

U =ig CL = — . 

Enfin, le problème est impossible, lorsque l'on a : 

4h^ - 4hY — X* < 0. 

Or, si l'on considère la courbe représentée par 
l'équation : 

4h^ — 4hy — a?* = 0, 
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ou bien : 

a?« = 4A (A — y\ 

cette courbe n'est autre que la parabole enveloppe 
trouvée précédemment. Les résultats que nous venons 
d'obtenir peuvent alors s'énoncer de la manière suivante : 
Quand le point que l'on veut atteindre est situé 
à l'intérieur de la parabole enveloppe, le mobile peut 
être lancé dans deux directions différentes ; si le point 
est sur cette parabole, il n'y a qu'une seule direction ; 
enfin, si le point est extérieur à la parabole, le problème 
est impossible. Cette parabole s'appelle parabole de 
sûreté. 

Remarque. — Il est évident que, si l'on fait tourner 
le plan autour de l'axe Oy, la parabole enveloppe 
engendrera un paraboloïde de révolution, et cette 
surface jouira dans l'espace des mêmes propriétés que 
la parabole de sûreté dans le plan yOx. 



Mouvement des projectiles dans l'air. 



63. Problème. — Un point niatériel pesant est 
lancé dans un 7nilieu résistant avec une vitesse donnée. 
Trouver le mouvement de ce point. 

Ce point décrit une trajectoire qui, en général, 
est comprise dans le plan vertical passant par la 
direction de la vitesse initiale. Les forces qui sollicitent 
le mobile à un instant quelconque sont la pesanteur 
et la résistance du milieu. Nous supposerons cette 
résistance proportionnelle au carré de la vitesse ; 
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elle sera dirigée suivant la tangente à la trajectoire, 
en sens contraire du mouvement (âg. 15). Nous 
la représenterons par Ar', en la rapportant à l'unité 
de masse, v étant la vitesse du point m à la fin 



Fig. 16. 




du temps t. Cette résistance se décompose en deux 
forces: une horizontale, dirigée vers les ^ négatifs, 
et une verticale dirigée dans le sens de la pesanteur, 
ou des y négatifs, quand le mobile montera, et en sens 
contraire quand le mobile descendra. 

Si Ton désigne par a l'angle que la vitesse v fait avec 
l'axe des œ, les composantes de la résistance seront : 

— kv^ ces a, — kv^ sin a, 
et les équations différentielles du mouvement seront : 






= — kv^ cos a, 



d'y 
df" 



— g — Ài?2 sin a. 



64. Pour simplifier les calculs, on peut, au lieu 
de prendre les composantes de l'accélération suivant 
deux axes rectangulaires 0^ et Oy, prendre ces 
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composantes suivant deux autres droites, savoir : 
Taxe des x et la normale à la trajectoire. Nous 
aurons ainsi deux équations du mouvement qui 
pourront remplacer les deux précédentes. Or, les 
composantes des forces sont : 

F Suivant l'axe des œ : — kv^ cos « ; 

2^ Suivant la normale, dirigée du point considéré 
vers le centre de courbure : flrcosa, puisque la 
composante de la résistance kv^ suivant la normale 
est nuUe. D'ailleurs, la composante de l'accélération 

totale suivant la normale est — » p étant le rayon 

P 
de courbure de la trajectoire. 

Les équations du mouvement sont donc : 

^r= — kv^ cos a, (1) 

— r= ^ COS a. (2) 

P 

Si Ton observe que l'angle a diminue quand s 
augmente, nous aurons : 



d'où : 





ds =' ' 


- pda. 




9 


ds 

rfa' 


ini 


t alors : 




9 


cosa = 


V'dcf, 
ds 



(3) 



Les équations (1) et (3) sont les équations du 
mouvement. 
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65. L'équation (1) peut être mise sous la forme 
suivante, en remplaçant -^ par t? cos a : 



rf (t? ces a) , , 

-i =« — AtJ* CCS a, 



dt 



d'où : 



divay,.) uvdt =^ - kds ; 



t?cosa 

en intégrant, il vient : 

Z .' t? ces a = — ks -{- c. 

Pour déterminer la constante nous ferons ^ = 0, 
et nous aurons, en désignant par v^ la vitesse initiale 
et par 6 l'angle qu'elle fait avec l'axe des x : 



i . t^oCOSG = c\ 



par suite, 



Z . i? cos a == — fe + Z . Vq ces 6, 



d'où : 



, t?cosa , 

t?o CCS & 



ou bien : 



t? CCS a - ** 

Vq ces 6 
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et enfin : 



V = -^ e 

cos a 



Remplaçant v par sa valeur dans l'équation (3) on a : 

Vq^ cos« - ?*« rfa 

g COS a = — r e . -7- , 

^ cos* a cfs 



d'où Ton tire : 



— -^ e ds, (4) 



ces' a t?(^* cos- Ô 

Cette dernière équation ne renfermant que a et s, 
est celle de la trajectoire. 
Si l'on pose : 

tga«/î, 
l'équation (4) nous donne : 

e^;^t/l+j>-^-- ,,./L.. g rf^» (5) 



t^û'^ cos* 6 



d'où, en intégrant, 



Vis 



On déteniiine la constante y en faisant « = o, 
d'où p = tgO, et il vient : 

Y = tg0i/i + tg*y + ^.Oge + ^/l H-tg«e)+^-^£__. 
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Nous conserverons, pour plus de facilité, la constante 
y dans nos formules. 

66. L'équation (6) nous donne s en fonction de ;p ; 
mais, pour construire la courbe, il est préférable 
de déterminer x et y en fonction de p. 

Or, de la formule : 



dœ 

-— - 8» cos a, 
ds 



on tire : 



aœ ^= ds . cos a « ^ , 

1/1 + P* 



d'où, en remplaçant rf^ par sa valeur (5) : 



, Vç,^ cos* - ^^ j 
dœ ^ ^ e dpy 

9 



-ths 

OU iMcn, en éliminant e au moyen de Téquation (6), 



^^ — Z y TT^ . n (7) 

kp[/i^p^ + l.{p ^l/l + p^)^y 



et, en vertu de la formule : 

dy =• pdx, 
on a aussi : 

dy^l P^P (8) 

A /9 J/ 1 + //- + / . (p + 1/ 1 +p^) - y 
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Des équations (7) et (8) on tire, en • intégrant 
les seconds membres par approximation : 

nous aurons donc œ et y pour chaque valeur de p^ 
ce qui nous donnera autant de points que l'on voudra 
de la trajectoire. 

67. Proposons-nous de déterminer le temps employé 
par le 7nobile pour aller du point en un point m 
quelconque. 

A cet effet, nous déterminerons t en fonction de p. 
Or, la formule : 

g cos a = — , 

P 

nous donne : 

d'où : 

dt^ == . 9) 

Mais, de la formule (4) on tire : 

d% Vq^ cos2 e 



ds= -- 



COS^ a 2/w 

9^ 



j 



et, par suite. 



7*** cos* a 
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d'où, en extrayant la racine carrée des deux membres, 
et observant que dt et doL sont de signes contraires : 



Vq cos 9 rfg _ i?o ces 6 , 
ge ge 



Si l'on élimine l'exponentielle e au moyen de 
l'équation (6), il vient : 



ac = ■;= . , ^ « (10) 

K*fl' Jy—p\/i+p^—l.{p+l/T+p^ 



Cette formule dont le second membre peut être 
intégré par approximation nous donnera t en fonction 
de p. 

68. La vitesse au point m est donnée par la formule : 



^, dœ^ + dyy g l+p^ 



On obtiendra le sommet de la courbe en faisant p =» 
dans les expressions de œ et y. On obtient Vamplitude 
du tir, en faisant y = 0. 

69. Propriété. — Il est facile de s'assurer que 
le point oit la vitesse est minimum est situé sur 
la branche descendante. 

Pour le démontrer, reprenons la formule (n"" 65) : 



v^ cos 9 -^ 

V =— ^i e 

cos a 
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Pour le point où la vitesse est minimum, on doit 
avoir : 



dt ^' 



or, on a : 



dv k ^ -^^ds . i?ocos0 . da-^ 

dt ces a ^ dt ' CCS* a dt 



k f, ~^ î?oCOsO . ÛTCOSa -'^^ 

t?oCosee .y — ^'-^^ — s\ïi7,' e 



CCS a " C0S2 a 



en remplaçant -^ par sa valeur tirée de Téquation (9) : 

dx g CCS Cf. 

dt V 



L'équation — = 0, nous donne donc : 



— kv — — sin a = 0, 

V 



ou bien : 



kV' + 5^ sin a = 0, 
d'où l'on tire : 

p sin a = — kv^. 
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Donc , au point oit la vitesse est minimum , 
la composante tangentielle de la pesanteur est égale 
à la résistance kv^. 

Ce point est sur la branche descendante ; car on 
a, pour ce point : 






y gt — A« ^* 

la valeur de tga étant négative, la propriété est 
démontrée. 

70. Propriété. — La branche descendante de la 
trajectoire est indéfinie, et elle a une asymptote 
verticale. 

Il est d'abord facile de voir que p augmente 
indéfiniment. 

En effet, pour la branche descendante p est négatif : 
donc, en remplaçant p par — q, q étant positif, dans 
la formule (10), on a : 

\/hg y/y + îI/i +^^-.z.(-g4-),/rT^ 

Or, le dénominateur du second membre de cette 
équation est composé de termes positifs. En effet, 
on a identiquement : 

(l/TT? - q) (l/r+î^ + ?) = !, 



d'où : 



^ . (l/i + î* - 3) = - ^ (l/l -i- î'^ + î)- 
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Par conséquent : 



dt ^ ^ 



Le dénominateur ne peut donc être nul pour aucune 
valeur de q, c'est-à-dire pour aucune valeur de p. 
Donc, si p était limité, l'intégrale de l'équation (10) 
ne pourrait croître indéfiniment (puisque le dénomi- 
nateur ne peut pas être nul, et que le numérateur 
a une valeur finie) ; par suite, le temps aurait une 
limite, ce qui est absurde. Donc, la tangente à la 
trajectoire tend indéfiniment à devenir verticale. 

Remplaçons aussi p par — q dans les valeurs 
(7) et (8) de dx et de dy, et observons que, l orsque q 
sera très grand , on peut remplace r |/l + q^ 
par g, et négliger y et i ( — ? -^ {/\ + q') par 
rapport à q ; nous aurons alors : 






d'où : 



^ = ^"è' y-^'-\^'i' 



Or, quand q tend vers l'infini, x converge vers une 
valeur constante, et la valeur nég-ative de y croit 
indéfiniment ; ce qui démontre la propriété énoncée. 

Observons cependant que la valeur trouvée pour x 
n'est pas précisément l'abscisse de l'asymptote, puisque 
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nous avons négligé certains termes. Pour obtenir cette 
abscisse, il faudrait intégrer la valeur complète de dx 
jusqu'à q =^ oo. 

71. Propriété. — La vitesse converge vers une 
valeur constante. En effet, en remplaçant p par — q, 
dans la formule (11), et passant à la limite, on a : 



k q;^ k 



Il en résulte que la vitesse tend indéfiniment vers 
la valeur qui rendrait la résistance kv'^ égale au poids 
du mobile, et le mouvement s'approche de plus en plus 
de Vuniformité, 

72. Cas particulier. — Examinons le cas où 
l'angle 9 du tir est très petit ; dans ce cas, le point 
ne s'élève qu'à une très faible hauteur au-dessus 
de l'axe des œ, et la tangente étant très peu inclinée 
sur l'axe des œ, on pourra négliger p^ La formule : 



dx 1 

= CCS a = 



ds l/l+p2 



nous donne alors : . 



ds = dx, d'où s = X, 



L'équation (5) se réduit à la suivante : 



^kx 



Q ZftOC 
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d'où : 

pour déterminer la constante, faisons a; « 0, p «* tg 6, 
et nous aurons : 



^^^e^ + 2kv.i ces* h • 



par suite, 






En intégrant, il vient : 






or, pour a; «= 0, on a : y == 0, et par conséquent. 



e'= -^ 



4*2^^8 ces* e ' 



Nous aurons donc pour l'équation de la trajectoire 



y - 0? (tg e + 2kv^^(^o^'^) ~ Wô^ôôFÔ V "" V 



Enfin, l'équation (n"" 65) : 



-ks 

vcosa = Vq ces 9 e , 
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noi» donne, dans le cas actuel, 



dx A ""** 



d'où : 



dt = r. e dx^ 

Vq cos 



et, en intégrant, 



^ = T^ ( " - A 

kvQ cos u \ / 



CHAPITRE VI. 



Mouvement d'un point matériel 
sur une courbe fixe. 



73. Problème. — Un point matériel de masse w^, 
sollicité par une force donnée P, est assujetti à se 
mouvoir sur une courbe fixe^ dont on néglige le 
frottement. Trouver le 7nouvement de ce point. 

Soient : 



F (œ, y, z) = 0, 

(1) 
f{œ,y,z)^0, 

les équations de la courbe. Nous pourrons rendre 
le point libre, et, par conséquent, appliquer les 
équations différentielles du mouvement d'un point 
libre (ïf^ 13), en joignant à la force motrice P, 
la réaction normale de la courbe. 

Soient X, Y, Z les composantes de la force P, 
N la réaction normale de la courbe, située dans le plan 
normal, X, pi, u les angles qu'elle fait avec les axes, 
œ, y, z les coordonnées du point m à la fin du temps t. 
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Les équations diiFérentielles du mouvement sont : 

m -^ = X + N ces X, 

m^ = Y+Ncosp., (2) 

m -^ --= Z + N cos u. 

D'ailleurs, la réaction normale étant perpendiculaire 
à la direction de la vitesse, c'est-à-dire de la tangente, 
nous aurons : 

cos \dx + cos it.dy + c^^tjdz = ; (3) 

on a, en outre, 

cos^ X + cos' [n + cos^ y = 1. (4) 

Nous avons ainsi sept équations pour déterminer 
les sept inconnues x, y, z, l, ii, -u, ^ en fonction 
du temps t, c'est-à-dire la position du mobile à chaque 
instant, ainsi que la grandeur et la direction de la 
pression, laquelle est égale et directement opposée 
à la réaction normale. Mais, dans la plupart des cas, 
les calculs sont impraticables. 

Avant d'exposer la marche ordinaire des opérations, 
nous allons étudier quelques propriétés communes 
à tous les mouvements sur U7ie courbe. 

74. Multiplions les équations (2) respectivement 
par dx, dy, dz, et ajoutons ; nous aurons, en ayant 
égard à l'équation (3) : 

dxd^x 4- d,yd-y + dzd-z _, , , ^_ , , _ , 
m -^ = ILdx + Ydy + Zdz, 
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ou bien : 



mvdv = Xdœ + Ydy + Zdz, 



En intégrant, il vient : 



Imv^ = C + f{Xdx + Ydy + Zdz), (5) 

équation que Ton peut écrire sous la forme suivante, 
en désignant par v^^ la vitesse initiale : 

t 
l mv^ — ^ mv^^ — f(Xdx + Ydy + Zdz), (6) 



o 



ou bien : 

t t 

i Ynv^ — i fii^i « f^ds CCS G »= fTds, (7) 

o o 

B étant l'angle que la force motrice P fait avec 
la tangente à la courbe, et T la composante tangentielle 
(le cette force. 

On a donc le théorème suivant : 

Théorème. — La variation de force vive e7itre deux 
positions du mobile est égale au double du travail 
de la force motrice, ou de la composante tangentielle 
de cette force. 

75. Propriétés. — L'équation (6) nous permet 
de déterminer la vitesse du mobile à un instant 
quelconque du mouvement. Elle nous apprend que 
cette vitesse est indépendante de la réaction normale, 
et ne dépend que de la force motrice. 
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De cette même équation (6) il résulte que la force 
vive est constante^ et, par suite, que la vitesse v est 
constante^ lorsque la force motrice est consùzmment 
nulle, au lorsqu'elle est constamment normale à la 
courbe. Car, dans ces deux cas, on a : 

Xdœ + Ydy + Zdz « 0. 

Donc, dans ces deux cas, le mouvement est uniforme. 

L'équation (7) nous apprend que, chaque fois que 
le mobile passera par un point pour lequel 6 «= "90**, 
la vitesse sera un maximum ou un minimum. Car,* on- a, 
ixmr ces: positions : ' • : , ,., 

mvdv^O^ 
ou bien : 

dVf^O. 

76. S'il existe une fotwiion de force, b'est-âKlire 
si le trinôme Xdx + Ydy + Zdz est une différentielle 
exacte d'une fonction- de a?, y, z, considérées comme 
variables indépendantes, en d'autres termes, si l'on a : 

Xdœ + Ydy -Y-'tdz = cî . © [x, y, z), 

l'équation (5) nous donne : 

mv^ = 2(p [x, y, z) + C, 

ou bien : 

mt?2 — mi?o^ « 2ç (X, y, z) — 2-f [x^, y^, z^). 
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On voit que, dans ce cas, la vitesse s'obtient sans 
faire usage des équations de la courbe : elle est 
exprimée en fonction de ^, y, z, x^, y^, z^, c'est-à-dire 
en fonction des coordonnées du point d'arrivée et du 
point de départ. Elle reprendra la même valeur toutes 
les fois que le mobile reviendra au mémo point, 
ou toutes les fois que le mobile atteindra la surface : 

(p (a?, y, z) » consty 

surface que l'on appelle surface de niveau. C'est le 
principe de la conservation des forces vives. 

77. Revenons maintenant à la solution du problème 
général. 

Les équations (1) permettent de déterminer deux 
des variables œ, y, z en fonction de la troisième. 
Il suffira donc de trouver une relation entre l'une 
de ces variables et le temps t. Or, dans la plupart des 
cas, cette relation sera donnée par le principe des forces 
vives. C'est ce qui arrivera lorsqu'il existe une fonction 
de force. L'intégrale des forces vives nous donne alors : 

mv^ = 2<p (œ, y, z) + C, 

C étant une constante qui est déterminée par les 
circonstances initiales du mouvement. 

En résolvant les équations (1) par rapport k œ, y, 
il vient : 

^ == /l (^'U y = fo (z) ; 
on a alors : 



dx^ + dy^ + dz^ dz^. -j- /•'2 . / r„ 
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Par suite, 



w ^ (1 + A'- -h A'*) - 2ç[A (z), A (5), z] + C. 



d'où l'on tire : 



De cette équation on déduira t en fonction de z^ 
et, par suite, z en fonction de t. L'intégration de cette 
équation introduira une nouvelle constante, que l'on 
détermine en faisant t = 0, z •'^ z^. Connaissant z 
en fonction de t, on déterminera facilement œ et y en 
fonction de t. 

78. Pression normale. — Lorsque le mouvement 
sera connu, on déterminera facilement la pression 
normale. 

Soient m la position du mobile sur la courbe fixe SS' 

(fig. 16), mT la direction 
*^' ^'^* de la vitesse v, P la force 

appliquée au mobile, mN 
la réaction normale. 

Sous l'action de la force 
P et de la force niN le 
point m peut être consi- 
déré comme libre ; par 
conséquent, la somme des 
projections de ces forces sur la tangente est égale 

à m -T- , et la somme des projections sur la normale 
principale est égale a . 
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Décomposons la force P en deux composanlos, l'une 
mk = P cos 6, dirigée suivant la tangente, l'autre mB 
dirigée suivant la normale à la courbe dans le plan 
TmP de la force et de la tangente. 

Cela posé, au lieu des forces P et N, nous pourrons 
considérer les forces 7wA, mB et wiN ; donc, la somme 
des projections de ces trois forces sur la tangente est 

égale à rii--r-y et la somme des projections sur la 

normale principale égale à . Or, les projections 

r 

de wiB et de la réaction mN sur la tangente étant 
nultes, il en résulte que la fbrcé mk ^=^ P cos 6 est 
la force qu'il faudrait communiquer suivant la tangente* 
au point m libres pour lui donner le moiïvemient qu'il 
I>ossède. On a donc : 



P cosfl «= m -jj. 

(U 



D'autre part, si nous menons la normale principale 
mKk la courbe, et si nous prenons sur cette droite une 

TTtV 

longueur w^K -*• , dirigée vers le centre de courbure, 

cette force — -sera la force qu'il faudrait appliquer au 

point m libre, suivant la normale principale, pour lui 
communiquer son mouvement effectif. Il en résulte 
donc que la réaction normale mN doit être telle que, 
composée avec mB, elle donne pour résultante mK. 
Par conséquent, — mN sera la résultante de mB 

et de . 

P • . 

Donc, la pression normale est la résultante de la 
composante normale de la force motrice, et d'une 
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97tV 

force , dirigée suivant le prolongement du rayon 

P 
de courbure. Cette seconde force s'appelle force 

ceniïïnfuge, 

79. Remarque. — On peut d'ailleurs parvenir au 
même résultat de la manière suivante : 
Dés équations (2) on tire : 

— N CCS X — X — m --nr > 

av' 

— N ces |x = Y — m -T^ , 

d^z 



N ces u == Z — m 



di^' 



On en conclut que la pression — N est la résultante 
de la force motrice P, et de la force d'inertie — F, 
Projetons ces deux forces sur la tangente à la trajectoire 
et sur le plan normal. Nous aurons pour la somme des 
projections de P et — F sur la tangente, l'expression 

dx dy . r.dz id^œ dœ , d^y dy , d'z dz\ 

ds"^ ds'^ ds \dt^ ds "*" di^ ds "*" dt^ ds)' 



dv 
Or, cette expression, qui n'est autre que T ^^ m -r-, 

est nulle, en vertu des équations du mouvement (n^ 74). 

Donc, les composantes Siuivant la tangente de la force 
motrice et de la force d^inertie sont égales et de signes 
contraires. 

Par conséquent, — N sera la résultante des compo- 
santes de la force motrice et de la force d'inertie sur 
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le plan normal, et, si Ton désigne ces deux composantes 

par Nj et Ng, il vient : 

N2 « Ni^ + Ng^ + 2Ni N2 CCS cp, 

<p étant l'angle compris entre Nj et N^. 

On peut obtenir l'expression de la force N^ de la 
manière suivante : 

On a évidemment : 

d^x d(î?cosa) dv , rfcosa 

"Jl? — '17 = ces a -jT + t? Ti — 'y 

dt^ dt dt ' dt 

par suite, 

d^co dv dœ , ^ d ces « 

dt^ dt\ds ds 

Or, si l'on désigne par le rayon de courbure, et par 
^2» 1^21 ^2 i^ angles qu'il fait avec les axes, on a : 



rf cos a 1 . 

— —— =. - ces /. ; 

as p ^ 



par conséquent, 






On a donc : 



— Nco8X«=X— T-j ces h. 

ds p 

dx 
Mais, X — T -j- est évidemment la composante 

de Ni sur l'axe des x: en effet, la force P est la 
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résultante de Nj et de T, et, par suite, Nj est 
la résultante de P et de — T ; donc, en désignant par 
\, f*n ^1 l^s angles de Nj avec les axes, on a : 

X — T^-=NiCOS>i. 

D'ailleurs, Nj est l'intersection avec le plan normal 
du plan mené par la tangente et la force motrice, et, 
par conséquent, 

Ni = Psine. 
On a donc : 



N CCS A = Ni CCS Al CCS A^j 

XT XT *^^ 

N COS p «= Nj CCS |ULi CCS y^, 



XT XT ^^^ 

N cos u = Ni CCS Ui ces y.^ • 



On conclut de là que la pression normale est 

la résultante de la force N, et de la force N, «* , 

' P 

c'est-à-dire de la composante de la force P dans 

le plan normal, et d'une force dirigée suivant 

P 
le prolongement du rayon de courbure. 
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Mouvement d'un point matériel 
sur une surface fixe. 



80. Problème. — Un point matériel de masse m, 
sollicité par une force donnée P, est assujetti à se 
mouvoir sur une surface fixe^ dont on néglige 
le frottement. Trouver le mouvement de ce point. 

Soit : 

F (X, y, z) ^ 0, (1) 

réquation de la surface. Nous pourrons rendre le point 
libre, et, par conséquent, appliquer les équations diffé- 
rentielles du mouvement d'un point libre, en joignant 
à la force motrice P la réaction nprmaje.de la surface. 

Soient X, Y, Z les composantes de la force P, N la 
réaction normale dirigée suivant la normale à la surface, 
i, p, u les angles que cette normale fait avec les axes, 
X, y, z les coordonnées du point m à la fin du temps t. 

Les équations différentielles du mouyeinent sox^t : 



m -jrj^ «=» X + N cos.i, 

;n^ = Y + Ncosp., (2) 



d^z 

m -^ = Z + N CCS u. 
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On a d'ailleurs . 



dF _ dF ,, dF 



r' 



COS X == V 3- , COS a = V 3- , cos u = V 3- 

et les équations du mouvement sont alors : 

d^œ ^ , „^, dF 

'"rff^Y+NVg^. (3) 

d^z „ . -„, dF 

I • • . i 

Les équations (1) et (3), jointes aux conditions 
initiales, serviront à déterminer les inçoftnues a?, y, z, 
N en fonction du temps. 

Observons que le radical 



\/(S)' + (I)' H- m 

doit être afTecté du double signe i-, ce double signe 
se rapportant aux deux directions opposées suivant 
lesquelles la réaction peut agir, l'une extérieure, l'autre 
intérieure. 

Nous pouvons convenir de donner au radical le 
signe + ; alors la réaction inconnue sera ± N, 
c'est-à-dire que nous donnerons un signe à N. Ze calcul 
fera connaître N non seulement en grandeur^ nuiis 
en sens : si elle est positive, elle correspondra à la 
partie de la normale définie par le signe + du radical ; 
si elle est négative, elle correspondra à la partie 
opposée de cette normale. 
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81. Nous commencerons par l'étude de quelques 
propriétés communes à tous les mouvements sur une 
surface. 

Multiplions les équations (3) respectivement par 
dx, dy,'dz, et ajoutons; nous aurons : 

dœ d^x + dy d^y + dz d^z .., , __. , _, 
m -^ ^ ^ = Xdx + Ydy + ^dz, (4) 

le coefficient de N étant nul, en vertu de la relation : 

^dx+^dy+^dz = 0. 

Cette équation (4) nous donne : 

mvdv = Xdœ + Ydy -f- ^dz, 
d'où, en intégrant, 

1 mv^ « C + f{Xdx + Ydy + Zdz), (5) 

ou bien, en désignant par v^ la vitesse initiale : 



^mv^ — ^mv^^ = fiXdx + Ydy + Zdz) 

o 

t 



= f^ds ces 9 = fTds. (G) 



o 



Cette dernière équation nous donne le théorème 
suivant : 

Théorème. — La variation de force vive entre deux 
positions du mobile est égale au double du travail 
de la force motrice. 
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L'équation (6) permet de déterminer la vitesse à un 
instant quelconque du mouvement. Elle nous apprend 
que cette vitesse est indépendante de la réaction 
normale, et ne dépend que de la force motrice, 

82. S'il existe une fonction de fo7xe, on a : 

^dx + Xdy -\- Zdz « rf . (p {œ, y, z), 
et l'équation (5) nous donne : 

mv^ = 2:p (a?, y, z) + C, . (7) 

ou bien : 

mx.^ — mv^^ « 2(p [œ, y, z) — 2(p [œ^, y,,, z^). 

Nous pourrons alors considérer les surfaces de 
niveau, comme dans le cas d'un point libre. Nous 
trouverons que ces surfaces jouent, dans le cas d'un 
point assujetti à demeurer sur une surface, le même 
rôle que si le point était libre, et sollicité par la même 
force P. 

83. Cas particuliers. — F Considérons le cas où 
la force motrice est constamment nulle, c'est-à-dire 
où le point matériel se meut sur une surface fixe 
en vertu d'une vitesse initiale. 

Dans ce cas, l'équation (5) nous apprend que la vitesse 
V est constante. 

Les équations du mouvement sont alors : 

a ûc __ «, 
m -^— = N ces l, 

d^y _ 
m -^ = IN CCS p., 

d^z 
m -jr.- = N ces V. 
dl^ 
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On en tire : 






d^œ rf«y d^z 

cosX COS/X COSU 



Par conséquent, la normale à la surface coïncide en 
direction avec la normale principale à la trajectoire. 
Il en résulte que la trajectoire est une ligyie géodésique 
de la surface. C'est la ligne la plus coui'te que Ton 
puisse mener sur la surface entre deux quelconques 
de ses points (I, n"* 374). 

Ainsi, quand un point matériel^ assujetti à demeurer 
sur une surface , se meut sur cette surface sans 
être soumis à Faction d'aucune force, il parcourt 
uniformément une ligne géodésique de la surface. 

2** Il est facile de voir que le mouvement est 
encore uniforme, dans le cas où la force motrice est 
constamment normale à la surface : car, on a aussi 
dans ce cas : 

Xrfo? + Ydy + Zdz = 0, 

et, par conséquent, la vitesse est constante. 

84. Revenons maintenant à la solution du problème 
général. 

En éliminant N entre les équations (3), on obtiendra 
deux équations qui, jointes à l'équation (1), déterminent 
X, y, z en fonction de t. Pour obtenir la trajectoire, 
il suffira d'éliminer t entre les deux équations résultant 
de l'élimination de N : on obtient ainsi une équation 
en X, y, z qui, jointe à l'équation (1), détermine 
la trajectoire. 

Ces calculs, en général impraticables, se simplifient 
dans le cas où il existe une fonction de force , 
c'est-à-dire quand l'intégrale des forces vives existe. 
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En effet, on a alors : 

mv^ « 2ç (œ, y, ;;:) + C ; (7) 

d'autre part, des équations (3) on tire, en multipliant 
la première par rfy, la deuxième par dx, ot retrancliant : 



m 



(^^-^^^)=Y^^-^^^+Nv(|^-g^4 <^ 



Or, on a identiquement : 



dy 

dy dt^ 

dx dx^ 

m 



d'où : 



dxd^_dyd^ rf^, d^x 

, dy dt dt^ dt dV- ,, dh- W 



dy 



dx idxV (dxy 

[dtl \dt) 

par conséquent, 

d^y , d^x , /dx\* ,dy , /dx\^ .du 

En substituant dans l'équation (8), il vient : 

En combinant de la même manière les deux dernières 
équations (3), on a : 
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En éliminant N entre les équations (9) et (10), 
on obtient une équation qui ne renferme plus que 
les coordonnées œ, y» ^^ ^t ^^ force vive mv^. 
Or, si l'on élimine la force vive au moyen de 
l'équation (7), on obtiendra une équation différentielle 
qui ne renferme que les coordonnées ^r, y, ^, et qui, 
jointe à l'équation (1), déterminera la trajectoire. 

Cette métiiode de calcul est due à Lagrange. 

Remarque. — Dans le cas particulier où la force 
motrice est constamment nulle, la vitesse v est 
constante, et l'élimination de mv^ et de N se fait 
en divisant membre à membre les équations (9) et (10). 
On a ainsi : 



d ^ 
dœ^ ' dœ 



dt 



oy ox ^ 



d 



dz 
'dy 






dz 



dy 



85. Pression normale. — Soient m la position 
du mobile à la fin du temps t (flg. 17), SS' la trajectoire 
inconnue, ?nT la tangente à la trajectoire suivant 



Fig. 17. 



1%. 




la direction du mouvement. Décomposons la force P en 
deux composantes, l'une mA suivant la tangente à la 
trajectoire, l'autre mB perpendiculaire à la tangente 
dans le plan TmV de la force et de la tangente. 
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Soit 77iN la réaction inconnue de la surface, dirigée 
suivant la normale à cette surface. Il est évident que 
la résultante de niB et de mlH doit être une force 
centripète mK dirigée suivant la normale principale 

à la trajectoire, et égale à , p étant le rayon de 

r 

courbure de cette trajectoire. 

Donc, la pression normale — N est la résultante 
de la composante de la force P suivant la normale à la 

trajectoire, et de la force centrifuge mK' = — 

Mais, dans le cas actuel, cette construction n'offre pas 
les mêmes avantages que dans le mouvement sur une 
courbe (n"* 78). 

86. Remarque. — On peut obtenir la pression 
normale de la manière suivante : 

Multiplions les équations (2) respectivement par 
cosA, cosfji, cosu, et ajoutons, il viendra: 

— N = (X ces X + Y ces |ji -1- Z ces u) 



m 



id'^x . , dhj , d^z \ 



Comme on le voit, cette pression se compose de deux 
parties, la première : 

X ces / + Y ces |ut + Z ces -j, 

est la projection de la force motrice P sur la normale 
à la surface : nous la désignerons par P' ; la seconde 
partie est la composante de la force d'inertie suivant 
la normale à la surface. 

8 
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Fig. 18. 



Cela posé, soit SS' la trajectoire du point matériel 
sur la surface ; imaginons par la normale une section 

normale AB (fig. 18) 
ayant la même tangente 
mT que la trajectoire. 

Soit p' le rayon de 
courbure de cette section 
normale : il sera dirigé 
suivant la normale à la 
surface. Les angles que 
ce rayon de courbure 
fait avec les axes sont donnés par les formules : 




^ t 1 Cl/ iJb 



cos^=±p'^. 



•z 



COS. = ip'^^. 



Or, on a : 



d'où : 



dx dx ds 

dû ds dt' 



dt^ 



d^x dS' dx d^s . 
ds^ dt^ "^ ds dt^" 
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par suite, 



2 



, (d^x , , d^y , d^z \ds 

, idœ ^ y dy , dz \d^s 



-Or, la seconde partie du second membre est nulle, 
à cause de la relation : 

co^ldx + ces i^dy + ces y dz = 0. 
On a donc : 

^, ^, ds^ id^x ^ , dHi , dH \ 

_^ = F_,n^^^cosX + ^cosfx + ^^,cosu], 



ou bien : 



_n = p't"*^" 




\ 



Donc, la pression normale se compose de la pression 
P' due à la force motrice^ augmentée ou diminuée d'une 
autre pression qui ne dépend que de la vitesse et de la 
courbure de la surface dans le sens du mouvement. 
Cette seconde pression est une véritable force centrifuge 
engendrée par le mouvement sur la surface. C'est cette 
force centrifuge qui distingue la pression dynamique 
de la pression statique. 
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87. On peut d'ailleurs donner à l'expression de cette 
seconde force une autre forme. En effet, si l'on désigne 
par p le rayon de courbure de la trajectoire SS' décrite 
par le point matériel, rayon de courbure que l'on pourra 
déterminer quand on connaîtra la trajectoire, par 
l'angle que fait le plan osculateur de cette courbe au 
point X, y, z, avec la normale à la surface (ou l'angle 
du rayon de courbure de la trajectoire avec la normale 
à hi surface), nous aurons, par le théorème de Meunier : 



p = p' ces 9 ; 



par conséquent. 



_ N = P' T — ces e. 

P 

Donc, la pression sur la surface se compose de la 
pression due à la force motrice (projection de P sur 

la normale à la surface), augmentée ou diminuée de la 

mv^ 
force centrifuge qui résulte du mouvement du point 

sur sa trajectoire, midtipliée par le cosinus de Vangle 
du plan osculateur de la trajectoire avec la normale 
à la surface. 

88. Remarque. — Ce résultat est d'ailleurs évident, 
si l'on observe que les circonstances du mouvement 
seront les mêmes, si l'on supprime la surface, et si l'on 
assujettit le point à demeurer sur la courbe décrite. 

Or, le mouvement sur la courbe donne lieu à une force 

m'ïy 
centrifuge , dirigée suivant le rayon de courbure 

r 

de la trajectoire. Si l'on décompose cette force en 

'inv 
deux : l'une normale à la surface cos 9, l'autre 

P 
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mv"^ 



tangentielle sin 9, la première seule déterminera 

r 

sur la. surface une pression qu'il faudra ajouter 
à la pression résultant de la force motrice. 

89. La composante sin donne lieu à une 

remarque importante : elle est située dans un plan 
passant par la normale à la surface et par le rayon 
de courbure de la trajectoire ; de plus, elle est 
perpendiculaire à la normale à la surface. Elle est 
donc dans le plan tangent, et perpendiculaire ^ la 
tangente en m k la trajectoire. Il résulte de là que les 
trois droites : la normale à la surface, la tangente à la 
trajectoire, et la direction de la seconde composante 
forment trois droites rectangulaires. Or, nous pouvons 
décomposer la force P en trois forces dirigées suivant 
ces trois droites, savoir : 

1** une composante T suivant la tangente à la trajec- 
toire : c'est cette composante qui produit le mouvement 
du point m suivant la tangente à la trajectoire ; 

2*" une composante P' suivant la normale à la surface : 
c'est cette composante qui entre dans l'expression de la 
pression normale à la surface ; 

3** une composante Q suivant la perpendiculaire aux 
deux précédentes. 

Or, la composante T produit le mouvement sur la 

trajectoire ; les composantes P' et — — cos produisent 

la pression sur la surface. Les deux composantes 

Q et sin ne produisent ni mouvement, ni pression ; 

P 
elles doivent donc être égales, et nous aurons : 

Q = sm 9. 

P 
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Or, la composante Q est nulle : 

r lorsque le point matériel n'est sollicité par aucune 
force ; 

2** lorsque la force motrice P est normale à la 
surface ; 

3** lorsque la force motrice est dirigée suivant 
la tangente à la trajectoire : c'est ce qui arrive lorsque 
la force motrice provient du frottement, ou de la 
résistance de l'air ; 

4"* lorsque la force motrice est la résultante de T 
et de P' seulement, c'est-à-dire lorsqu'elle se compose 
d'une pression et d'une force tangentielle. 

Dans tous ces cas, on a : 

sm = ; 

? 

d'où : 

sin 9 =» 0, ou bien 6 =« 0. 

Donc, dans tous ces cas, la ti^ajectoire est telle que 
l'angle du plan osculateur avec la normale à la surface 
est nul, c'est>-à-dire que le plan osculateur est normal 
à la surface. La trajectoire est donc une ligne 
géodésique. 



CHAPITRE VIL 



Mouvement d'un point matériel pesant 
sur un cercle vertical. 



90. Problème. — Trouver le mouve^nent d'un point 
matériel pesant assujetti à demeurer sur un cercle 
r>ertical de rayon a. 

Prenons l'axe des x dans le plan du cercle, 

et tangent au point le plus 
*^* ' bas, Taxe des z vertical et 

2 dirigé en sens inverse de la 

^ pesanteur. 

L'équation du cercle est : 

œ^ + z^ — 2az = 0. 




L'équation des forces vives 
nous donne (n** 49) : 



m 



(v^ — Vq^) = — 2 fmgdz = — 2mg 1 dz ; 

o o 



d'où, en désignant par h la hauteur initiale NB (flg. 19) : 



î?« _ v^^ = 2g {h — z). 



(1) 
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Or, on a : 



^ "" rf/2 "" dt^ 2az — z^ dP ' 



par conséquent, 






On tire de là : 

adz 



dt 



]/{2az — z'') (v,^ + 2gh — 2gz) 



On prendra le signe — dans le second membre 
lorsque le mobile descendra, puisqu'alors z diminue 
quand t augmente, et, par conséquent, dz et dt sont 
de signes contraires ; on prendra le signe 4- lorsque 
le mobile montera. 

Cette équation (2) est Yéquation différe^itielle du 
mouvement. 

91. Avant de nous occuper de cette équation, 
reprenons la formule (1) : 

t?2 = v,^ + 2gh — 2gz, 

qui donne la vitesse à un instant quelconque du 
mouvement. 

On en conclut que la vitesse est maximum pour 
z ^ Qy c'est-à-dire au point le plus bas. On a alors : 

t?2 ^ ^% ^ 2gh. 
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La vitesse est nulle, lorsque Ton a : 

Vo^ + 2gh - 2gz « 0, 



d'où l'on tire : 






pourvu que Ton ait : 



puisque l'ordonnée z ne peut pas être plus grande que 
le diamètre du cercle. Dans ce cas, le mobile, parvenu 
à cette hauteur, redescendra ; sa vitesse deviendra 
nulle de l'autre côté pour la même valeur de z, et le 
mouvement oscillatoire se continuera indéfiniment. 
Si, au contraire, on a : 

/.+ !*> 2a, 

la vitesse deviendra minimum au point le plus élevé 
du cercle, mais elle n'y sera pas nulle, et le mouvement 
révolutif aura lieu constamment dans le même sens. 
Les deux mouvements précédents sont périodiques. 
Enfin, si l'on a : 

V * 

la vitesse serait nulle au point le plus élevé du cercle, 
et le mobile y serait en équilibre, s'il pouvait y parvenir. 
Ce mouvemenl est appelé apériodique. Mais nous allons 
voir que le mobile tend vers cette position limite, 
sans jamais pouvoir l'atteindre. 



92. Examinons donc ce cas particulier, le seul 
où réquation (2) puisse être intégrée sous forme finie. 
Nous aurons alors, en introduisant cette condition dans 
l'équation (2) : 

, . __ adz adz 

[/ 2az — z^l/4ag — 2g z [/2g \2a — z\ \/z 

Pour intégrer cette expression, observons que^ — -7= 

est la différentielle de j/z ; d'autre part , on iieut 
décomposer la fraction 5 ^ de la manière suivante : 



^2a \|/2a 4- \/ z l/2a — \/zl 



2a— z 2 l/2a \]/2a -f l/z j/2a — |/ 

Nous aurons donc, pour le mouvement descendant : 

^dz dz 

dt 



__l./a] 2l/z 2l/z . 



d'où, en intégrant, 



2 \ g i/î 



l/2a + \/z 



[/2a —\/z 



Pour déterminer la constante, faisons f = 0, ce qui 
nous donne z = A, et nous aurons : 



_ _\^la, \/2a + \/h . 
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on a donc : 



Lorsque le mobile arrive au point le plus bas, 
on a ^= ; par suite : 

^\ 9 ]/2a-'\/h 



Cest le temps employé par le mobile pour aller 

(lu point k au point B. 

dz 
A partir de cet instant, -^ devient positif; il faudra 

changer le signe du premier terme de la valeur de t, 
et nous aurons pour le mouvement ascendant : 



^\ 9 \/2a—\/z^\9 l/2a 



+ I/A 



|/2a —y z ^\ 9 y2a—[/ h 

A mesure que t augmente, z augmente ; mais, il est 
toujours plus petit que 2a. En effet, pour ^ = 2a, 
il vient t «= oo. Le mobile n'arrive donc jamais au 
point le plus élevé du cercle^ mais il s'en approche 
indéfinhnent. 

93. Considérons maintenant le cas où le mobile 
oscille de part et d'autre du point le plus bas, 
et posons : 



^ + h^k<2a^ 
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nous aurons alors, pour le mouvement descendant 



,. adz 

dt = — 



|/ 2az — ^2 j/ 2gk — 2gz 

a dz 

{/ 2g \ 2az - z^ \/k — z' 

ou bien : 



Comme ^ est moindre que l'unité, on peut développer 
le binôme (1 — ^ j en une série convergente : 



i 



V 2a) ^ ^ 22a ^ 2.4\2a) ^" 

. 1.3.5 ..(2n — r, IJ__Y 
"^ 2.4.Q...2n \2a) "^ '" 



Nous aurons donc à intégrer des expressions de la 
forme : 

/ z^dz 
l/kz — z^' 

Or, on a : 

z'^dz z'^-^l/kz — z^ . {2n — l)k p z'^-^dz 



/ z" az _ z" 'y HZ — z" [zn — i) k r 



/kz—z^ 
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Proposons-nous de déterminer le temps t que 
le mobile met à arriver au point le plus bas. A cet 
effet, observims que la vit esse au point le plus bas 
étant égale à 1/ i\^ + 2g h, il résulte de la formule : 

î^o' + ^gh = 2gk, 



(|ue cette vitesse est y 2gk ; ce sera donc la vitesse due 
à la hauteur k. 

Donc, pour obtenir le temps que le mobile met 
à arriver au point le plus bas, nous devons intégrer 
entre les limites A et 0; ce temps sera évidemment 
le même que celui que le mobile mettrait à remonter 
à la hauteur A, puisque, pour la branche montante, 
nous devons intégrer la même expression, prise on 
signe contraire, entre les limites et A. 

On a d'ailleurs : 

z'^dz i2n — l)k r ^" " klz 



\/kz — ;52 2n J 



y/kz — ;52 2n J ^ kz^ z^ 



u ^ o 



Si Ton pose, en général. 



k 



z'^dz 



/ z'^ az _ 
\/ kz — Z' ~~ 

G ^ 



il vient : 



^n — .>M ^* "~ ^' 



Or, comme on a : 



d: 

A. = / ======== TT, 



.-/ 



>z 



o 
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on trouve : 



1.3.5...(2n~)) 
^'^ 2.4.6...2n '^ "" 



Puisque la durée de la demi-oscillation descendante 
est égale à la durée de la denii-oscillation montante, 
nous aurons, en désignant par T la durée de l'oscillation 
entière : 

--\/fi*.+Hè)*.+H(è)'*=+- 



. 1.3.5...(2n-l) /l\". I 

"^ 2.4.6... 2n \2a; ^'^■^'••\' 



ou bien : 



-'v/fha)'è+(^)'fê) 



+ ... 



/ 1.3...(2n-l) r- /^\n 
"^ V 2.4...2n / V2a/ "^ •' 



Cette série est très convergente, si g- est très petit, 

et Ton pourra facilement calculer l'erreur commise 
en s'arrêtant à un terme quelconque. 

94. Dans le cas où les oscillations sont très petites, 
k est très petit, et l'on pourra s'arrêter au premier 
terme. On aura alors : 



^='# 



la durée de Voscillation entière est indépendante de k. 
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Si l'on prend les deux premiers termes, on a 



■'■='vli'+a)"i!-\/fo+a 



Fig. 20. 



La durée de Voscillation dépend alors de la hauteur k. 

Remarque. — Il est facile de voir qu'en désignant 

par a l'angle supposé très petit corres- 
pondant à la hauteur ky on a (flg. 20) : 



- = 1 — CCS a = 2 sin2 rr a = ^ a^ ; 
a 2 2 



par conséquent, la première valeur 
approchée de T est en erreur d'une 
quantité du second ordre par rapport 

à l'angle «, et la seconde est en erreur d'une quantité 

du quatrième ordre. 




CHAPITRE VIII. 



Mouvement du pendule simple dans le vide. 



Fig. 21. 



95. Problème. — Un point matériel 'pesant est 
suspendu à l'extrémité d'un fil inextensible et sans 
masse. Vautre extréynité C du fd est fixe. Ce point 
se meut libre^nent dans le vide, sans sortir du plan 
vertical passant par sa position d'équilibre CB. 
Trouver les lois du mouvemeiit. 

Soient A la position initiale 
du mobile (fig. 21), a l'angle 
que fait le fil avec la verticale 
dans cette position initiale, 
v^ la vitesse initiale, ? l'angle 
que fait le fil avec la verticale 
à la fin du temps t, v la 
vitesse à cet instant. 

Nous décomposerons Tac- 
tion de la pesanteur au point 
m en deux forces : une force 
normale mg cos 9 qui est 

détruite par la résistance du fil, et une force tangentielle 

mg sin (f . 
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?L*équation du mouverment est donc : 



dv 
m -TT = mg sm (p, 



ou bien : 

dv 

Soit Am = s l'arc décrit par le mobile à la fin 
du temps t; nous aurons, en désignant par r la 
longueur du fil : 

d'où : 



ds d<p 

dt dt 



et, par suite, 



dv rf*9 

— — «— ^ •__ Y* ' 

dt di^ 



L'équation du mouvement est donc : 

r^^ — gsm(f. ' (I) 

Multipliant les deux membres par 2d(f, et intégrant, 
il vient : 



r (^)' = C+2g ces (p. (2) 



9 
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Pour déterminer la constante, faisons / = 0, d'où 
o == a ; d'ailleurs, la vitesse initiale étant t\, nous 
aurons : 



-''(S)o""*' 



par conséquent. 



G + 25rcosa«=-^ 



L'équation (2) devient alors : 



d'où l'on tire : 

dt^T^=M=- (3) 

y ^\'^ + '^9^ (cos 9 — ces a) 

On prendra le signe — , lorsque le point m se meut 
dans le sens ABA', puisque (p diminue quand t augmente : 
nous considérerons l'angle 9 comme négatif, quand 
le rayon Cm passe de l'autre côté de la verticale CB. 
On prendra le signe +, quand le point m se meut en 
sens contraire. 

96. L'équation (3) est intégrablc, lorsque l'on a : 

«?o^ = 2gr (1 + CCS a), 

c'est-à-dire lorsque la vitesse initiale v^ est celle que 
le mobile acquiert en descendant du point le plus haut 
du cercle décrit avec r comme rayon. 
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On a alors : 



dt= ^ 






Si nous considérons seulement le mouvement dans 
le sens ABA', nous aurons : 



cU •/' ^^ 



\/f 



2cos^(p 



cFoù, en intégrant, 



'-«+VI'-'«(f-i)- 

Pour déterminer la constante, faisons ^ — 0, d'où 
ç = a, et il vient : 

nous aurons donc : 






(4) 



C'est la formule qui donne le temps employé par 
le mobile pour décrire Varc km^ en supposant qu'il 
parte sans vitesse initiale de l'extrémité B' du diamètre 
BCB'. 
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Si, dans cette formule (4), on fait ç = 0, il vient 



t 



sTi'-^-i) 



C'est le temps employé par le mobile pour décrire 
Varc AB. 

Pour avoir la durée de Voscillation entière^ faisons 
f »= — a dans la formule (4), et il viendra, en désignant 
ce temps par T : 

Donc, le temps que le mobile emploie pour aller 
de A en A\ est double du temps employé pour aller 
de A en B. 

Pour avoir le temps que le mobile mettrait pour 
revenir en B', extrémité supérieure du diamètre BCB', 
il faudrait faire cp = — tt dans la formule (4), ce qui 
nous donne : 



4. ^ 

^ = \/~ l. = oo. 






Il faudrait donc un temps infini au mobile pour 
remonter jusqu'au point B' (n"" 92). 
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Cas des petites oscillations. 



97. Supposons que le pendule effectue de très petites 
oscillations autour de la verticale^ et supposons, 
en outre, que la vitesse initiale au point A soit nulle. 

E'équation (3) nous donne alors: 

^l^^ ^^9 ^/r rfcp 



— ces a). V 9 



[/2gr (coscp — ces a). V 9 J/2(cos<p — cosa) 

Or, puisque « et <p sont supposés très petits, nous 
pourrons poser : 

cos (p =« 1 — "l" , ces a = 1 — — , 



et nous aurons : 



dt 



\ g 1/ a« — et*' 



d'où,, en intégrant. 



^'«r: t/^ arc cos - + consi. 
9 « 



Mais, pour ^ = 0, on a <p = a ; par conséquent, 
la constante est nulle, et il vient : 



/ = V/— arc cos - • (5 

\ 9 « 



9 
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Cette formule donne le temps employé par le mobile 
pour décrire Varc Am« 
On en tire : 



(p « a cos ^ KJ^ » (6) 



équation qui détermine la position du mobile à la fin 
du temps t. 

Pour trouver la durée d'une demi oscillation^ il faut 
faire (p = dans la formule (5), et il viendra : 



t 



îVf 



Pour avoir la durée de Voscillaiion entière^ on fait 
(p s — a, et l'on a : 



,y/r-2(; 



(Î) 



on voit que T dépend de r seulement : il est indépendant 
de a. Par conséquent, la durée de Voscillation entière 
est indépendante de son amplitude^ pourvu que celle-ci 
soit très petite. Ce temps est double de celui qui 
co9Tespond à la deini oscillation. 
Les oscillations sont dites isochrones. 

98. La formule (7) permet de donner une autre 
forme à l'équation (0). En effet, de cette formule (7) 
on tire : 



\ r ï 
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par conséquent, on a : 



t:1 
9 -= a ces - . 



On en tire : 






De ces deux dernières formules on conclut : 

1° que ? ^t "5* restent les mêmes lorsque t augmente 

de 2T, c'est-à-dire que la position du mobile et sa 

vitesse redeviennent les mêmes après la durée d'une 

double oscillation. 

d(p 
2"" que, si t augmente de T, 9 et -^ changent 

de signe en conservant leurs valeurs absolues. Ainsi; 
à des intervalles de temps qui diffèrent d'une oscillalion^ 
le pendule fait des angles égaux avec la verticale^ mais 
de côtés différents, et ses vitesses y dans ces positions , 
sont égales et de signes contraires. 
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Mouvement du pendule simple 
dans un milieu résistant. 



Fig.22. 



99. Proposons-nous d'étudier te mouvement du 
pendule simple dans Vair, 

Au point m (^.. 22) les. forces qui. agisB^il sur 

le mobile sont llaction de la 
pei^uiteur et là résistanee de 
l!air. Cette ■. demièce a^t .en^ sens . 
contraire du mouyement : nous, 
la désignerons par. R. En. déeûxnr 
posant l'action de la pesanteur 
au point m, nous obtiendrons 
une composaotenormalen^câs (p. 
qui est détroite: par la résistance 
du.âl, et une fûixse^tang!»[itieUe 

L'équation du mouvement est donc : 




dv . _, 

m-jT = m^ sm cp — R. 



Comme il s'agit de petites vitesses, nous supposerons 
la résistance R proportionnelle à la vitesse, et nous 
poserons : 



R = 



-_ V^ 



V. 
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L'équation du mouvement devient alors : 

ou. bien : 



d?$ a ds 



Or, on a 



s v=s^r(cf. — ç), 



d'où: 



ds d^ rf^ __ rf»<p . 

dt ^ '^ dt' dt^~ ^ dP ' 



l'équation du mouvement est donc : 

dP^ k dt ^r^^'^ ^• 

Or, si nous supposons les oscillations très petites, 
l'angle 9 sera \xè&. petit et nous pourrons remplacer 
sin? par 9; nous aurons alors l'équation du second 
ordre : 



d^ ,gd(f ,9^_ç. 



dt^ ^ k dL 



L'équation caractéristique est : 



(1) 



P'+f P+? = û. (2) 
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d'où l'on tire : 



? — 






Or, ces deux racines sont imaginaires : en effet, il est 
facile de s'assurer que, si les racines de l'équation (2) 
étaient réelles et inégales, ou bien réelles et égales, 
o ne pourrait jamais devenir nul, et le pendule 
ne reviendrait pas à la position verticale, ce qui 
n'est pas. 

100. Supposons d'abord les 7'acines réelles et inégales : 
elles seront négatives, car on a : 



\i 



4k^ r 2k 



Nous les désignerons par — (B' et — (S", et nous 
supposerons (3' > (i" en valeur absolue. Nous aurons 
alors pour la solution générale de l'équation (1) : 



9-cr^Vc'i-.P"^ 



d'où : 



d^ C^-e- ^'* - Cf'e- ^'\ 



Pour déterminer les constantes, nous remarquerons 
que, pour / = 0, on a cp = a ; d'autre part, la vitesse 

initiale étant nulle, on a aussi -^ = 0, pour ^ = ; 

par suite, il vient : 

a = C + C, 

= Cp' + C'P" ; 
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d'où l'on tire : 

Par suite, 

Or, puisque (r>' > (5", on a 6? < e , et, en 

multipliant par p" < f^\ il vient : Çù'e' ^* < ^'e~^^^ 
Par conséquent, 9 ne pourrait tendre vers zéro que 
si t tend vers l'infini. Le mouvement est apériodique, 
puisque le pendule tend asymptotiquement vers sa 
position d'équilibre. 

101. Supposons en second lieu les racines réelles 
et égales : elles seront toutes les deux négatives, 
et la solution générale de Tcquation (1) sera alors : 



?«^^^C + C7), 



d'où : 



^--^e" ^^ (C + C7) + Ce" ^\ 



En faisant ^ — 0, on a : 

a « c, « C — |âC, 
d'où : 

C « a, C =- afi ; 

par suite, 

(p « o^"^ ^^1 + i3^). 
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Or, puisque ^ est positif, cette valeur de <p ne 
pourrait être nulle que pour ^=00. Le mouvement 
est donc encore apériodique. 

Il résulte de là que les racines de l'équation (2) sont 
imaginaires, si, comme nous l'admettons, lemouvanient 
doit être oscillatoire. 

102. Cela posé, reprenons les valeurs de p que nous 
pouvons mettre sous la forme : 




P--^±\/^\/f^-i; 



2A -^ V r V 4A* 



cea racines étant imaginaiB^, posons : 



v' 






et nous aurons : 



La solution générale de l'équation (1) sera donc : 

(p -= Ce + Ce 

f 

— e ( Ce + Ce ), 

ou bien : 

9 = e **iAcosY/y^ + BsinYiyJj- 



(3) 
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Pour déterminer les constantes qui entrent dans 
cette formule, nous ferons ^ = ; d'où 9 = a, et ^ = 0. 
Or, on a : 



s— â(^-r'\/l + B»inr<Vf) 



^9L 

e 



+e »*(_Ary/fsinY/Y/j+Bry/f cosY^y/f). w 

Par suite, en faisant ^ = dans (3) et (4), on a : 



a = A, 



0--^A+Br 



Vl^ 



d'où l'on tire : 



On a donc enfin : 



(f = ae 



^l-ïVf + '^-r'N/f!. ^ 






„ ^ J^^.,.tt h I V^ 91' „; 



|r^.|-r<v/| + '^"»r'V^ 



(8) 



+« "i-Vf "■'^' \/f +'^v/F-'ïVd. 
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Or, il est facile de voir que, dans l'expression de -37» 

j — dt 

le coefficient de ces ytKl ^ est nul ; quant au coefficient 
de siny^y^, 



on a : 



-«(â^^ + TN/f) — -rV/f(S+v) — ?\/f^ 



par conséquent, l'équation ;(6) devient : 



(7) 



t— 7\/l^"""°rVf 



Pour trouver la durée d'une oscillation, observons 

dv 
qu'à la fin de chaque oscillation on a ^ «= ; or, cette 

condition nous donne : 




par suite, nous trouvons pour la durée de la première 
oscillation : 






(8) 



formule dans laquelle : 



Y 



V Aie 
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La formule (8) ne diffère de celle qui se rapporte au 
mouvement dans le vide (n° 97) que par le dénomi- 
nateur y. On en conclut que les oscillations sont 
isochrones comme dans le vide y et leur durée est 
augmentée dans le rapport de \ à y. 

Si, dans la formule (5), on fait successivement : 

^\ 9 1 M 9 
on obtient les valeurs suivantes : 



ir , /— 27r — 



ç = a, — ae ^^""^ , ae ^^^^ 



9 • 



Donc, les amplitudes successives des divei^ses 
oscillations forment une progression géométrique 

décroissante dont la raison est e ^^^ 



CHAPITRE IX. 



Mouvement d'un point matériel pesant 

sur une cycloïde. 



103. Considérons un point matériel pesant se 
mouvant sur une cycloïde ABC dont Vaœe est vertical. 

Prenons pour axe des œ (flg. 23) la tangente Bo? 
au point le plus bas, pour axe des y la perpendiculaire 



Fig. 23. 




menée en sens inverse de la pesanteur. Soient N 
la position initiale du mobile, la vitesse étant nulle 
en ce point, m la position du mobile à la fin du 
temps t, {œ, y) ses coordonnées, v sa vitesse à cet 
instant, et BH = h la hauteur du point N au-dessus 
de l'horizontale. 
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Les composantes de la force étant : 

X = 0, Y *- — mg, 

nous aurons, en vertu du théorème des forces vives, 
qui est applicable dans le cas actuel (n° 49): 

t 
mv^ *-^ — 2mg j dy ^^ 2mg (h — i/); 

o 

par conséquent, l'équation du mouvement est : 

^ « 2g [h - y), 
ou bien : 

^--2g(h-y). ^ (1) 

Or, si nous désignons par a le rayon du cercle 
générateur, Téquaiion de la cycloïde est : 



dx 4 /2ci T 

-VT-'' 



dy 



par suite. 



ds^^^dy^. 



et l'équation (1) nous donne : 



^^-^V.-'A 



10 
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d'où l'on tix'e : 



dt^T\r^ '^y 



\/f 



l/hy—if 



On prendra le signe — lorsque le mobile descendra, 
puisque, dans ce cas, y diminue quand t augmente, 
et, par conséquent, di/ et dt sont de signes contraires ; 
on prendra le signe 4- lorsque le mo1)ile montera. 

104. Considérons le mouvement descendant, et nous 
aurons : 






d'où, en intégrant : 



-c+vl 



/ = C + \/ ~ arc ces ■ — 



h 



Pour déterminer la constante, faisons ^ *= 0, y = h, 
et nous aurons C = 0. 
On a donc : 



. 4 /a 2y — h 

^ = \/ — are cos -^-7 — 



C'est le temps employé par le mobile pour déciHre 
Varc km. 
Si, dans cette formule, on fait y = 0, il vient : 



t 



•vf- 
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pour le temps employé par le mobile pour décrire 
Varc AB. Ce temps est, comme on le voit, indépendant 
de h. Donc, quel que soit le point de départ du mobile^ 
il arrivera au point le plus bas dans le même 
temps. Cest pour cette raison que la courbe s'appelle 
Tautochrone. 

D'autre part, si l'on considère le mouvement 
ascendant, on a : 



dt-^'- '^y 



-VI 



l/%— y2' 



d'où, en intégrant entre les limites et A : 



t —\ /^ f ^^^ = i /- . 

On voit donc que le temps employé par le mobile 
pour remonter à la hauteur h est égal au temps 
employé pour descendre de la même hauteur. 

La durée de Voscillation entière sera donc : 



T=..v/f-"V1 



Or, Aa est le rayon de courbure de la cycloïdc au 
point le plus bas. Donc (n** 97), la durée de Voscillation 
sur la cycloïde pour une ainplitude quelconque est 
la m£me qu'elle serait sur le cercle osculateur au point 
le plus bas pour de petites amplitudes. 

105. Proposons-nous maintenant de démontrer que 
la cycloïde est la seule courbe tautochrone plane dans 
le vide. A cet effet, nous allons chercher quelle est 
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la courbe plane sur laquelle un point pesant^ abandonné 
sans vitesse initiale d'un point quelconque de cette 
courbe^ parvient dans le même temps au point le 



plus bas. 



pius oas. 

Soient 5 «= ç (y) l'équation de la courbe. Tare s étant 
compté à partir du point le plus bas, et h la hauteur 
d'où part le mobile. 

L'équation des forces vives nous donne : 



d'où l'on tire : 



,. ds 

dt = -^ 



|/2flfiA- y)' 



en observant que s diminue quand t augmente. 

Nous aurons donc pour la durée du parcours depuis 
la hauteur A jusqu'au point le plus bas : 



o h 

- / ^ds ^ f ds 

^ i ]/2g [h-y) ^ { y 2g {h - y) 



Il s'agit de déterminer s en fonction de y, de telle 
manière que l'intégrale soit indépendante de h. 
Or, on a : 



ds = <f' iy) dy. 



par conséquent, 



h 



f z' (y) dy 
/ \/2g (h - y) 
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Comme l'ordonnée y varie de à A, nous pouvons 
poser : 

y = /i9, 

G étant une quantité positive, moindre que l'unité, 
et nous aurons : 

J l/2gh(l-B)''J l/2gQa -9)' 

et les limites de l'intégrale sont constantes. 

Or, pour que t soit indépendant de h, il faut et il sufBt 
que la fonction ç' (^6) l/hB soit indépendante de h ; soit, 
en effet, 



nous aurons : 



_ p ûi [M) d) 



Prenons la dérivée par rapport à A, il viendra : 



dh ~ J i/2g3 a - 6) 



et cette fonction doit être nulle, quel que soit h. 
Donc, ^' {M) doit être identiquement nulle; sans cela, 
on pourrait pi'endre h assez petit pour que 4*' (^^) 
conservât le même signe pour toute valeur de M 
comprise entre et h, et alors la somme ne pourrait 
être nulle. 
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On a donc : 

^' (M) = 0, 

ou bien, en remplaçant hO par sa valeur y, 

On en tire : 

\^ (y) z= const., 

et, par conséquent, 

T' (y) \/y ~ const, -= i/a , 
d'où : 

,. m - -Ç-- 






et, en intégrant, 

cp (2/)«2l/Ây. 
L'équation de la courbe est donc : 

5 = 2 |/Â^ ; 

or, cette équation est celle d'une cycloïde dont le rayon a 
du cercle générateur est donné par la formule : 

8a = 4A, 

d'où: 
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Brachystoclirone. 



Fiff. 24. 




106. La cycloïde jouit encore d'une autre propriété 
remarquable. î 

Soient A et B deux points situés dans un plan 

vertical, A le plus élevé des 
deux. Supposons qu'entre ces 
deux points on mène une courbe 
quelconque ACB (flg. 24), et 
qu'un point matériel pesant 
glisse sans frottement le long 
de cette courbe. 

Le théorème des forces vives 
qui est applicable (n*^ 49), nous 

permet de déterminer le temps T employé par le mobile 

pour décrire l'arc AB. 

Cela posé, nous allons démontrer que la cycloïde 
à axe vertical^ dont le point de rebroussement est en A, 
et qui passe par le point B, est la courbe pour laquelle 
le temps T est un minimmn. Cett.e propriété a fait 
donner à la cycloïde le nom de brachystochrone. 

Prenons pour axe des x l'horizontale Bx passant par 
le point le plus bas B, l'axe des y étant vertical 
Le temps T employé à décrire l'arc AB sera donné par 
la formule : 



T 



f 



d^ 



[/2g (h — y) 



(1) 
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La question proposée consiste donc à trouver entre 
les points A et B une courbe telle que Fintégrale (1) 
soit un minimum. Or, on a : 



\/2g J \/h-y 



et, si l'on pose : 



y^Vg^, (2) 

Vh — y 



la question est ramenée à rendre l'intégrale 






un minimum ; on sait qu'il faut pour cela que Ton ait : 



n 

8 f Ydx « 0. 



(i 



Mais, si nous prenons œ pour variable indépendante, 
nous aurons dix — 0, et, par conséquent. 



ùfydœ ^fhvdx. 



D'ailleurs, V étant une fonction de y et de y\ on a : 
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SV = ^ 3y + V = NSy + Pôy ; 

d'autre part, à cause de dix ^ 0, il vient : 

j. , ^dy Qdy d^y 



dx dœ "ïïœ 



par suite^ 







yv^/^ « f(^lydœ + PrfSyl^pSy+y^N -^) Sycfo?, 



et comme iy est nul aux limites, puisque les points 
A et B sont fixes, on a : 



^f^d^=-f{^-^^Yydx. 



o o 



Il en résulte que la condition : 



n. 

ifydœ = 0, 



o 



nous donne l'équation : 



N-i=«- <3) 
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De (2) on tire facilement : 



^_^V_1 |/i + y '^ 



ày' |/(/j _ y) (1 + y^) 



et l'équation (3) nous donne la suivante : 



d y 



1 l/l + y'" _^ |/(/t — yi (1 + y*) 

2 (/i — y)t ^^ 



(4) 



Pour intégrer cette équation difTérentielle, posons : 

d'où : 

dœ "= cotgarfy, 

et l'équation (4) devient : 



j sma 
a 



\/7r=^ 



2cosa(/i-y)l COtgarfy 



©u bien, en réduisant : 



•^ -= 2 (A — y) cosarfa + sinarfy. 



sina 
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On en tire : 

dif _ 2sina/c?a , 
h — y "" cos a 

d'où, en intégrant : 

l . (h — y) = 2 i . cos a + i . c% 
ou bien : 

c 



h ^ y =^ c cos^ a = 



1 + y 



'2 



Nous aurons donc pour l'équation différentielle de la 
courbe : 



Or, si Ton rapporte cette courbe à deux axes rectan- 
gxdaires ayant pour origine le point A, l'axe des y étant 
dirigé de haut en bas, les formules de transformation 
sont, en posant ÀK = k : 

'Y* — ^ J? . /y»' 

y = h — y\ 
et l'équation (5) devient : 



doà 



'\lr-- 



sous cette forme on voit que la courbe est une oycloïde 
dont l'axe des x' est la base, le point A étant le point 
de rebroussement. 
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107. Remarque. — On peut résoudre la question 
de la manière suivante, en observant que la condition 
pour que T soit un minimum est : 

5/-^ = 0. (6) 



i V A — y 



Or, om a : 



/ ds ^ r ùds /' ds . q y'i 



mais, 



8rf5 = -T- odx + -^ Zdy, 



ds ds 

par conséquent, la condition de minimum (6) nous 
donne : 

/^ dx r ^ r 

-$=^doœ + \^yÈ=doi^+\^J^ 
o y h— y ^ yh — y ^ 2(h-^y^ 

En intégrant par parties les deux premiers termes^ 
il vient : 

h 
dx dy 

ds ^ , ds ^ 

^x -\ — ùy 



yJT^ y" h— y 



ds . ^ ( , ds ds 



- j \Zxd—^==^ + Zy [ d ""^ :^^^^—j ;(-0. 



y h— y \ I i^—y 2(h—y)K 
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Le premier terme est nul, puisque $œ et Sy sont nuls 
iiux deux limites ; par suite, on a : 



J\ ^ / dy 

\^ ^ ds . ^ I , ds ds 

r 



ùœd-j==z'+ t>y\ d ^ ; 5 y =0; 

y à — y \ yh — y 2(h — y)ï. 



on en conclut les deux équations : 



dx 

1 ds ^ ,-» 

d .- = 0, (7) 

yh—y 

dy 
, ds ds ^ .^ 

y à— y 2(/i-2/)2 

Or, il est facile de voir que ces deux équations se 
réduisent à la première ; en effet, on a identiquement : 

ds ) _i { ^^ ] _ 1 



d'où, en diflférentiant, et en ayant égard à l'équation (7), 
il vient : 

(iy^ dy 

ds ds dy 



i F=l^ y'IT^ 2 (A - ijf 



ce qui est l'équation (8). 
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' D'ailleurs, de l'équation (7) on tire 

dœ [/h — y 



ou bien : 



d'où enfin 



ds j/, 



c 



1 l/^ — y 



^ dx y h — y ^' 



C'est l'équation (5) que nous avons trouvée précé- 
demment (n"" 106). 



CHAPITRE X. 



Mouvement d'un point matériel 
sur une sphère. — Pendule conique. 



108. Problème. — U7i point matériel pesant, 
suspendu à Veœtréynité d'un fil, ayant été écarté 
de sa position d'équilibre, est lancé dans une direction 
quelconque. Le mouvement de ce point ne s'effectue plus 
dans un plan vertical. Ce pendule se meut autour de la 
verticale passant par le point de suspension : il s'appelle 
pendule conique. Trouver le mouvement de ce point. 

Le point matériel peut être considéré comme assujetti 

à se mouvoir sur une sphère ayant pour centre le point 

de suspension, et pour rayon la longueur du pendule. 

Prenons pour origine le centre de la sphère, Taxe 

des z étant dirigé dans le sens de la pesanteur (flg. 25). 

Soient N la tension du 
fil (ou la réaction de la 
sphère), l la longueur 
du fil. Les cosinus direc- 
teurs de la normale 
au point m, vers le 

centre de la sphère, 
œ y z 

si nous considérons la 
quantité N comme posi- 
tive ou négative, suivant que la réaction est dirigée 



Fig. 25. 
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vers rintérieur ou vers l'extérieur de la sphère, 
nous aurons pour les équations différentielles du 
mouvement : 







= 


NX 
l 


> 




dh/ 


- 


l 


» 




d*z 


= 


mg — 


l 


On 


a d'ailleurs : 









(1) 



^ + y* + -3^* «» ^*. (?) 

Ces quatre équations serviront à déterminer x, y, z, 
N en fonction de t. 
Des deux premières on tire : 






d'où, en intégrant. 



dy dx ,.3. 



c étant mie constante. Cette équation n'est autre que 
celle que l'on obtiendrait en appliquant le théorème 
des aires au mouvement projeté sur le plan des ocy : 
ce théorème est, en effet, applicable, puisque la 
résultante de N et de mg est dirigée dans le plan 
passant par le point m et par la verticale du point 
de suspension (n^ 27). 
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Multipliant les équations (1) par dx, dy, dz^* 
-et ajoutant, il vient : 

dœd^œ + dyd^y + dztPz 
'd^ = ^^^' 

le coefficient de N étant nul, puisque Ton a : 

œdœ + ydy -\- zdz = ; 
en intégrant, il vient : 



do?* + rfy« + dz^ , , ^ 



d^ 



(4) 



ou bien : 



v^ = cf + 2gz, 



c' étant une constante que l'on déterminera au moyen 
des conditions initiales du mouvement, qui nous 
donneront : 

«n désignant par v^^ la vitesse initiale, et par z 
la valeur initiale de la coordonnée z. 

On pouvait d'ailleurs obtenir l'équation (4) en 
appliquant le théorème des forces vives qui est 
applicable dans le cas actuel (n^ 49). 

Les équations (2), (3) et (4) serviront à déterminer 
Wy y y z en fonction de t. 

109. On peut, pour intégrer les équations (3) 
et (4), changer de variables, et prendre pour variables 

11 
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.nouvelles l'angle 6 que fait le rayon Ont avec l'axe 0^,. 
et l'angle ^ que la projection de ce rayon sur le plan 
des ooy fait avec l'axe Ox. On a alors les formules : 

a? = i sin G cos ^, 
y = Z sin 6 sin ^, 



>3: = Z CCS 9, 



d'où l'on tire : 



— SB i CCS 9 CCS ^ -n — i sm 9 sm ^ ^ , 
-^ = Z ces 9 siin|; -^ + Z sin 9 ces ij; -^ , 



rf^ , . - d9 

-— = ^ i sin 9 -77 . 



Les équations (3) et (4) deviennent alors : 



l^ sin2 9 §^ = c, 
at 



H§)'+^^H§ï=^' 



Or, en posant, pour abréger. 






ces 9 + c', 
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ces équations nous donnent les suivantes : 

sin«e S = a, 
dt 

(5) 

la dernière devient, en ayant égard à la précéd^ite : 

\dtl sin^G l 
d'où l'on tire : 

dt--= ± . (6) 



V 



^9 ..« û «' 



& H — r^ CCS — 



l sin«0 

et, par suite, 

7 1 ^^9 , 

^^ = i , » ' (7) 



sin29\/6+ ^cos0— ^ 



sin^e 

Comme rf^ doit toujours être positif, on prendra, 
dans ces formules, le signe + ou le signe — , suivant 
que c?ô sera positif ou négatif. On prendra donc 
le signe + lorsque le mobile monte, et le signe — 
lorsqu'il descend. 

La formule (6) donne t en fonction de 6, au moyen 
des fonctions elliptiques ; lorsque l'on connaîtra la 
relation entre t et 0, la formule (7) déterminera ^ 
en fonction de t. 



1. Intégration des équations de la Mécanique^ 1889, p. 94. 
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110. On peut résoudre la question d'une autre 
manière, en employant des coordonnées polaires 
dans le plan des œy. A cet eflfet, nous désignerons 
par r le rayon vecteur mené de l'origine à la 
projection du mobile sur le plan des œy^ et nous 
aurons : 

a?« + y« = r«, 

xdy — ydx = r^d^, 

dœ^ + dy^ = dr^ + r^d^^. 

Les équations (2), (3) et (4) nous donnent alors : 

* 

r« -f ^2 = l\ (8) 

rH^ « cdt, (9) 

dr^ + r^d^ + dz^ 



dt^ 



^d + 2gz. (10) 



Or, on a : 



rdr + zdz = 0, 



et l'équation (10) devient : 



z^dz^ + r*d^ 4- f^dz^ , , « 



ou bien, à cause de (9), 



(l^ — z') dt^ ~ ^ "•■ ^^^' 
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d'où l'on tire : 



]/{l^ —z^} (c' + 2g Z) — (^ 
et, par conséquent, 

rfi =- ± . . (12) 

[V^ •— z^)\/p -— z^) \fi + 2gz) — c* 

Comme la dlflEérentielle dt est toujours positive, 
on prendra le signe + lorsque le mobile descend, 
car dz est alors positif, et le signe — lorsqu'il monte. 

Les deux dernières équations donnent ^ et ^j^ en 
fonction de ^, et l'équation (8) nous donnera r 
en fonction de z. 

Les équations (11) et (12) ne peuvent être intégrées 
que par les fonctions elliptiques ou par approximation. 

111. Pour déterminer la tension N du fil, multiplions 
les équations (1) par a?, y, z et ajoutons ; il viendra : 

xd^x + yd^y + zdJ^z __ N x^ + .V^ + ^ . 

d^ ~ m l ^ ^^ ' 

d'autre part, l'équation (2) nous donne : 



xdx -V ydv + zdz . 



dt 



d'où : 



xd^x + ydHf 4- zd^z dx^ + dy'^ + dz^ 

dt^ "^ dt' ^ ' 
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Par conséquent, on a : 



m ^ 



d'où : 



if^mf + mi, (13) 



OU bien, en vertu de (4) : 

m iSgz + c') 

Cette formule nous apprend que N est positive, 
lorsque z est positif, c'est-à-dire lorsque le point 
mobile est au-dessous du plan horizontal passant par 
le centre de la sphère. 

112. Remarque. — On aurait pu écrire immédia- 
tement l'équation (13) en appliquant ce que nous avons 
dit (n** 87) de la pression exercée par un point mobile 
assujetti à demeurer sur une surface fixe. 

En effet, —y- est la projection du poids mg sur 

la normale à la sphère, et -y- n'est autre que la 

projection sur cette même normale de la force 
centrifuge du mobile. En effet, soit R le rayon 
du cercle suivant lequel le plan osculateur en un 
point quelconque de la trajectoire coupe la sphère 
(ou le rayon du cercle osculateur de cette courbe). 

La force centrifuge sera -^-, et, pour avoir sa 

projection sur la normale à la surface (c'est-à-dire sur 
le rayon de la sphère qui passe au même point), on doit 

multiplier cette force par y • 
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113. La solution du problème peut être achevée 
-complètement dans le cas où V angle 6 que fait 
le pendule avec la verticale reste toujours très petit 
pendant toute la durée du mouvement : le mobile 
s'éloigne alors très peu du point le plus bas. 

Pour introduire cette condition dans les équations 
du mouvement, observons que l'on a : 

cos9 =-T, 

d'où Ton tire : 

^2 _ ^2 = it sin« 9, 

dz ^^ — IsinOdB. 

Or, si l'on suppose l'angle 6 très petit, on pourra 
poser : 

G» 
sin = 6, et ces 9 « 1 — -5- ; 



par suite. 



i (i — ^^Y ? — ^2 =. w, dz = — mo. 



Nous aurons donc, dans ce cas, 

md6 



dt=^ 



y^wjc' + 2flrZ(l-|)j-c« 



\n 



6dQ 



Y/-e- + g + 2)e.-^^ 
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Or, si l'on désigne par a% |3* les deux valeurs de 6 
pour lesquelles la quantité sous le radical est nulle 
on a : 

dt—T v = 

V 9 [/— 6* + (a« + p«) e* — o«p2 



2 



V y . //a« — 



6(29 



En intégrant, et observant que la constante est nulle,, 
si l'on compte le temps à partir de l'instant où 6 = «^ 
il vient : 

,1-/7 2e« — (a« + p2) 

et, par suite, 

262 - (a« + p») = (a« - p«) ces 2t l/| , 

ou bien : 

e» = a«cos2^ t/l + p2sin2<iy|. (14) 

De cette équation on conclut que 9* est périodique ; 
l'angle 6 varie entre les limites 6 = a et 6 = j3. La durée 
de la période comprise entre ce maximum et ce 
minimum de l'angle 6 est : 
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D'ailleurs, pour t = 0, on a : 6* = a% ou bien 6 = a ; 
pour ; = - TT Y — , on a 6^ = |3*, ou bien = (3 ; 

pour ^ = TT \/ — , on retrouve G = a. 

114. Pour calculer l'angle i en fonction du temps, 
reprenons l'équation : 

r^d^ = cdt, 

de laquelle on tire : 

cdt 



d^~ 



mZ 



Mais on a : 



r = Z sin 9 = fô ; 



par conséquent, 



, , cdt 



ou bien, en remplaçant 6^ par sa valeur (14) . 



,, cdt 

d^ = 



P a« cos» t %/| + p2 sin2 1 l/^l 

En intégrant, et supposant que l'on prenne le plan 
des zx de manière que l'on ait ^ = 0, pour ^ = 0, on a : 
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On peut simplifier cette expression, en observant que 
Ton a : 



'■?•-$■ 



d'où : 



'^-W-, 



Par conséquent, 



| = arctg(|tg^y/f) 



ou bien : 



tg<i'-=|tg<\/f- 



Cette équation détermine, l'angle ^ en fonction 
de t. On voit que ^ augmente indéfiniment avec t, 

en passant par les valeurs 0, ^> ît, -^»«-- aux temps 

/ = 0, T, 2T, 3T,... c'est-à-dire aux époques corres- 
pondant au maximum et au minimum de l'angle 6. 
Il s'ensuit que le plan ZOm tourne autour de la 
verticale OZ, toujours dans le même sens, et qu'il 
fait une révolution entière dans un temps égal à 

4T ^ 2k y/i.. 
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115. Remarque. — De l'équation : 



ig<^=|tg^Vj 



on tire : 



sin j^ cos^ 1 1 



3 sin t y/1 a cos t y | y/a« cos« t i/| + p^ sin* ^ \/| 



d'où : 



6cos^ = acos^\/|^ 



Or, on a : 



0? «= ? sin e cos ^1^ = Z6 cos ip = Za cos t \/^ » 

y = Z sin 6 sin i|^ = W sin ^ = l^ sin ^ t /^^ ; 
en éliminant t, il vient : 

a« -^ p2 - ^ • 

Cette équation représente la trajectoire de la 
projection du mobile sur le plan des œy^ et Ton voit 
que cette projection décrit une ellipse, dont le centre 
est au point 0, et dont les demi axes sont la. et i(3. 






CHAPITRE XI. 



Mouvement d'un point matériel 
soumis à l'action d'une force centrale. 



116. Problème. — Un point matériel libre est 
sollicité par une force dirigée vers un centre fixe 
et dont Vintensité ne dépend que de la distance 
du point au centime fixe. Trouver les propriétés du 
mouvement de ce point. 

Nous savons (n° 29) que la trajectoire est une 
courbe plane dont le plan passe par le centre d'action, 
et par la direction de la vitesse initiale du mobile. 
Nous rapporterons donc le mouvement à deux axes 
rectangulaires pris dans ce plan, l'origine étant au 
centre fixe. Désignons par r la distance du point 
à l'origine, par x^ y ses coordonnées, et par y 

l'intensité de la force accélératrice. Les cosinus 

X y 

directeurs de cette force sont > — —, si elle est 

r r 

X %i 

attractive, et — » —, si elle est répulsive. Il en résulte 

XV 

que les composantes de la force sont — 9 —, — cp -^ 

dans le premier cas, et 9 — , 9 — dans le second cas. 

Nos formules se rapporteront au premier cas, 
et il suflîra de changer le signe de 9 pour les 
appliquer au second cas. 
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Les équations différentielles du mouvement sont 
donc : 






» 



d'y _ y 



(1) 



Nous pouvons remarquer ici que la force étant 
dirigée vers un centre fixe, le principe des aires est 
applicable- (n*^ 30), et, par suite, on a, en désignant 
par l'angle que le rayon vecteur r fait avec l'axe 

des X : 

r^dB = cdt, (2) 

c étant une constante qui se détermine par les 
conditions initiales du mouvement. A cet effet, dési- 
gnons par Vq la vitesse initiale du mobile, a l'angle 
qu'elle fait avec la droite menée de la position initiale 

du mobile vers le centre fixe, r. la longueur de cette 

dQ 
droite ; on sait (I, n** 76) que r -^ est la composante 

de la vitesse suivant la perpendiculaire au rayon 
vecteur. Par conséquent, pour ^ «= 0, on a : 

et, par suite, l'équation (2) nous donne, en y faisant 

c = rj,!;^ sina. (3) 



' 
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Le principe des forces vives qui est également 
applicable au problème actuel (n'' 50) nous donne : 

vdv = — cprfr, 

ou bien : 

dv^ = — 2<f dr, (4) 

et, en intégrant, 

r 

t?2 — î?^2 =» — 2 f(fdr. (5) 

Les équations (2) et (5) peuvent d'ailleurs se déduire 
facilement des équations (1). Ce sont deux intégrales 
premières des équations du mouvement. 

117. Observons encore que, comme nous l'avons 
vu (n^^ 32), l'équation (2) équivaut à la suivante : 

vp = c, 

V étant la vitesse, p la perpendiculaire abaissée du 
centre sur la direction de la vitesse. On en tire : 

c 

P 

Donc, la vitesse en un point quelconque de la 
trajectoire est en raison inverse de la distance du 
centre fixe à la tangente à la trajectoire au point 
considéré. 

118. Proposons-nous maintenant de trouver V expres- 
sion de la vitesse en fonction des coordonnées polaires 
du point mobile. 
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Prenons le point pour pôle, l'axe des œ pour axe 
polaire ; nous aurons : 

or, de l'équation (2) on tire : 



par conséquent, 



t;2 — . (^ 






ou bien : 




(6) 



Cette formule permet de déterminer la vitesse en un 
point quelconque, lorsque l'on connaît la trajectoire. 

119. On peut aussi trouver V expression de la force 
accélératrice cp en fonction des coot^données polaires du 
mobile. 

A cet eflfët, reprenons l'équation : 

dv^ = '-2(fdr\ (4) 

d'autre part, l'équation (6) nous donne en diflférentiant, 
9 étant la variable indépendante : 

( d^-\ 

, „ A 2dr 2dr r } 



r^ r^ rf6« 



/ 
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d'où, en remplaçant dans (4), il vient : 




(î) 



Cette formule permet de déterminer la force en un 
point quelconque de la courbe, quand on connaît 
l'équation de la trajectoire. 

Remarque. — Cette même formule (7) permet 
de déterminer la trajectoire^ quand on connaît la loi 
suivant laquelle la force varie. 

120. Application. — Supposons la force propor- 
tionnelle à la distance du point au centre fixe. 
Nous aurons alors : 

fjt étant une constante positive dans le cas de l'attraction, 
et négative dans le cas de la répulsion. 
Les équations dilQFérentielles du mouvement sont : 

d^œ 
d*y 

w — ^2/- 

En intégrant, il vient : 

a? = A sin f [/(t + B cos < l/jx, 

(8) 
y = A'sin tl/ ^ + B'cos t )/ p , 
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A, B, A', B' étant des constantes que l'on détermine 
par les conditions initiales du mouvement. En prenant 
pour axe des œ la droite qui va du centre à la position 
initiale du mobile, et pour axe des y la perpendiculaire 
à cette droite du même côté que la direction de la 
vitesse initiale, r^, v^ et a ayant les mêmes significations 
que ci-dessus (n° 116), nous aurons, pour ^ -= : 

a>^r„ y = 0, (^)^ = - «;„ cos «, (g)^= tJ„sina; 

ces conditions nous permettent de déterminer les quatre 
constantes A, B, A', B', et nous aurons : 

Vn ces a . . , /- , ^ . / — 

x = 2 — =r— sm t y ^ + r^ cas 1 1/ iJL, 

(9) 

v^sm CL . .,/- 
y= \ sm^l/p. 

Ces formules déterminent les coordonnées ce, y du 
mobile en fonction du temps. Elles donnent pour ces 
coordonnées des valeurs périodiques, et l'on voit que 
la durée de la période est : 



2Tr 



Vi 



En éliminant t entre les équations (9), on obtient 
pour l'équation de la trajectoire : 



(œ sin a -h y cos a)^ +^2/2 = r^^ sin« a. (10) 

12 



^0 
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Ainsi donc, quand i^ est positif, c'est-à-dire lorsque 
la force est attractive^ la trajectoire est une ellipse 
ayant pour centre le point fixe. Elle se réduit à un 
cercle, quand on a : 



a. ^B — • V ^ srs ut* ' 



Lorsque fx est négatif, c'est'-à-dire lorsque la force 
est répulsive^ les équations du mouvement sont : 



(PCB 

dt* 


=» f a?, 


dhi 
d1* 


= fi/; 



en intégrant, il vient : 

oc == Ae +Be 

et, en observant que pour ^ = 0, on a : 



X 



^»' y^^ (w)o = -*'«''*' "' fêlr''"'''"'' 



on trouve pour les valeurs des constantes : 



ro t?o CCS g r^ t^p ces a 

A — -^ —— — r=- 9 15 =» -^ -f- y— > 

2 2l/f* 2 2|/|ui 



A' = _B' = î^2ii2Ji; 



2j/p 
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par suite, 



a\ 'k /» _ /♦•„ _ ». cosa\ ~'k f 



y = — = \e — e ). 



(11) 



On en tire : 



j/tl/ji -t\/A ajsina + wcosa. 



^Q sin a 






t?o Sin a 



d'où, en élevant au carré et retranchant, il vient pour 
l'équation de la trajectoire : 

(œ sin a + y cos a)* — i-—^ y^ = r^^ sin* a. 

Ccst l'équation (10) dans laquelle on a changé 
le signe de fx. 

Cette équation représente une hyperbole ayant pour 
centre le point fixe. 

Observons que les valeurs (11) deviennent infinies 
pour ^ = 00 ; donc, le mobile mettrait un temps infini 
pour parcourir la branche d'hyperbole sur laquelle 
il se trouve au commencement du mouvement. 

181. Problème. — Si un point matériel décrit une 
ellipse sous Vaction cCune force dirigée vers son centre, 
cette force sera proportionnelle à la distance du point 
au centre fixe. 
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En désignant par a et b les demi axes de l'ellipse, 
l'équation polaire de la courbe est : 

/ly _ qg sin« 9 + feg cos^ 6 l^ , a^ — b^ . 
W "" «'** ^ a* "^ a«6^ ^^^ ^• 

Pour déterminer la force cp nous ferons usage de la 
formule (4) ou de la formule (7). Or, on a : 



,1 

1 r a^ — b^ , . . 
" -r^r = — îTr- sin ces 9 ; 



d'ailleurs, de Téquation de la courbe on tire : 



sin* 9 = — T r:: — i » ces* 9 — 



,^2 — b^j r2 ' """ ^ («8 — &2) r2 ' 



par suite, 



% j ^ (gg — rg) (r* — ¥) 



d'où : 



_!_ [ ^ ) _1 (g* — r«) (r^ — feg) gg + feg r^ 



Par conséquent. 






— 181 - 
et la formule (4) nous donne : 

Ainsi donc, la force émanant du centre sera propor- 
tionnelle à la distance au centre, et elle sera attractive, 
puisque la valeur de cp est positive, 

122. Problème. — Un point matériel décrit une 
section conique sous Vaction dHune force dont la 
direction passe constamment par un foyer de cette 
courbe. Trouver Veœpression de cette force. 

L'équation polaire de la courbe est : 



^ 1 + ^cose' 



p étant le demi paramètre, e l'excentricité. La courbe 
est une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant 
que l'on a : 

^ < 1, e > \y ou ^ = L 



Or, de l'équation de la courbe on tire : 

1 _ l + gcos9 
r '^ ' 



d'où : 



r __ e cos 9 



p 



» 
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par suite, 



^1 

1 r l+ecos6 ecosô i 



+ "3^ 



P P P 

et, par conséquent, la formule (7) nous donne 



» — 



On voit que la force est attractive, puisque la valeur 
de (p est positive^ et qu'elle est en raison inverse du 
carré de la distance au foyer. 

123. Problème. — Trouver le ^Tiouve^nent d'un 
point matériel sollicité par une force dirigée vers 
un centre fixe, et dont Vintensité varie en raison 
inverse du carré de la distance du point au centre fixe. 

La force accélératrice sera donc égale à -g* Observons 

que si le centre d'attraction est mobile, on peut 
ramener le problème au cas du mouvement d'un point 
autour d'un centre fixe. C'est ce que l'on fait dans 
le mouvement d'une planète autour du Soleil, si l'on 
tient compte de l'action de la planète sur le Soleil. 
En effet, soient M la masse du centre d'action, par 
exemple le Soleil, m la masse du point attiré, 

par exemple une planète. Le point m est attiré par 

M 

le point M par une force accélératrice ~§, dirigée 

de m vers M ; le point M est attiré par le point m 

m 
par une force accélératrice — — » dirigée de M vers m, 

c'est-à-dire en sens contraire de la précédente. Or, on 
pourra considérer le point M comme fixe, à la condition 
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d'introduire au point m et au point M vuie force égale 

et contraire à la force ë» Le point m est alors 

sollicité par les deux forces de même sens -^ et -^i 

dirigées de m vers M, et le point M est ramené au 
repos. Si donc nous posons M + m = f/, nous pourrons 
considérer le centre d'attraction comme fixe, et le 

point m comme sollicité par la force accélératrice ^» 

dirigée vers le centre fixe. 
Les équations différentielles du mouvement sont : 

(1) 

Le principe des aires nous donne l'intégrale première : 

r^d^ ^ cdt, (2) 

dans laquelle la constante c, d'après ce que nous avons 
vu (n** 116), a pour valeur r^ji^^sina, en désignant 
par r^ et v^ les valeurs initiales de r et v, et par a 
Tangle que la vitesse initiale fait avec le rayon vecteur 
mené de la position initiale du mobile au centre fixe. 
L'intégrale des forces vives nous donne l'équation : 



v^ 



= h + 2f(Xdw -f Ydy) = A — 2^^ *% 



d'où : 



2tx 
r 
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équation dans laquelle on a : 



A = V-7^- (3) 

' 



Nous aurons donc une seconde intégrale première 

= /î-| — ^^ 



rf^^ ' r 



ou bien : 






En éliminant dt entre les équations (2) et (4), 
il vient : 



^ r^rfe^ + ^8 - ^ + ,^ • (^' 



C'est Véquation différentielle de la trajectoire. 

On serait d'ailleurs arrivé au même résultat au 

moyen de l'équation (7) {if 119) en y faisant ç = -^-g. 



124. De l'équation (5) on tire : 



rfô = ± ^^^ 



r |/— c^ + 2ur + hr^ ' 

on prendra le signe -I- dans le second membre, 
lorsque r croît quand augmente, car alors d^ et dr 
sont de même signe ; au contraire, on prendra 
le signe — , si r décroît quand 6 augmente, puisqu'alors 
dr et rfô sont de signes contraires. 
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Nous supposerons, pour fixer les idées, qu'à partir 
de la position initiale correspondant à r == ?"o» ^^^ rayons 
commencent par croître, et nous prendrons donc le 
signe + . Nous aurons l'équation : 

rf9 = "^'' 



Pour intégrer cette équation , remplaçons les constantes 
c eih par d'autres qui faciliteront la solution. 
Si l'on pose : 

hr^ + 2|ui/' — c» = 0, 

cette équation a ses deux racines réelles : en effet, pour 
r = 0, le premier membre est négatif, et il est d'ailleurs 

positif pour d'autres valeurs de r, sans cela 4^ ne serait 

jamais réel : Désignons ces deux racines par a{\ — é) 
et a (1 + ^). Nous pouvons observer que ces deux 

racines sont les deux valeurs minimum et maximum 

d/T* 
du rayon vecteur r, puisqu'elles donnent ^ = 0. 

Cest donc en passant par ces valeurs de r que dr 
change de signe. 

De ce que les deux racines de l'équation du second 
degré sont égales à a (1 — e) et a (1 + e), on tire : 

A = — ^, c = l/pa (1 — e^) . (7) 

a 

L'équation (6) devient alors : 
rf9= ^ 



V r* 



4- 



ar (1 — e^) «« (l — e*) 
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on en tire, en intégrant, 



6 = a + arc cos - 



(î^i^-i) 



et, par conséquent. 



a (1 — e^) 
r = 



1 + e cos (8 — a) 



On voit donc que la trajectoire décrite par le mobile 
est une section conique ayant le centre d'attraction 
pour Vun de ses foyers. D'ailleurs, la constante e n'est 
autre que Texcentricité de cette courbe qui sera donc 
une ellipse, une hyperbole ou une parabole, suivant 
que l'on aura : 

^ < I, e> l, ou e = 1. 

Or, des formules : 

on tire : 






i-==a(l-.e*)==-J(l~eO; 



d'où : 



^+1-^. 
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ou bien : 



V 






Par conséquent, on aura : 



e <l, e > l, ou é? « 1, 



jsuivant que l'on aura : 



A < 0, A > 0, ou h = 0. 



Mais, on a : 






donc, la trajectoire sera une ellipse, une hyperbole 
ou une parabole, suivant que Ton aura : 

' ' ' 

Il résulte de là que Tespèce de courbe dépend 
seulement de la grandeur de la vitesse initiale, et non 
de sa direction. 

125. Pour obtenir la loi du mouvement sur la 
trajectoire, observons que les équations (2) et (6) nous 
donnent, en ayant égard aux formules (7) : 



j, rdr 

dt = 



Y^— ^ + 2yr-^a(l~e«) 
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On pourrait intégrer le second membre au moyen 
d'un arc de cercle ; mais, la formule ainsi obtenue serait 
peu favorable pour le calcul de r en fonction de t. 

Pour intégrer plus facilement, observons que r étant 
compris entre a (1 — e) et a (1 + e), on peut poser : 

r == a (I — e cos m), 

u étant une variable auxiliaire. 
Nous aurons alors : 



dt = y^ (1 — e cos u) du. 



et, si l'on pose : 



I a 
- = n. 



a{/a 



il vient : 



ndt == (1 — e ces u) du. 



d'où, en intégrant. 



nt =^ u — e sin w. 



On n'ajoutera pas de constante, si l'on suppose w *= 0, 
pour ^ -= 0, c'est-à-dire si Ton compte le temps à partir 
de l'instant où le rayon vecteur est minimum, 
et égal à a (1 — é). Quand il s'agit du mouvement 
d'une planète, ce point s'appelle le périhélie ; le point 
diamétralement opposé, pour lequel le rayon vecteur 
est égal à a (1 -h e) est V aphélie. 



I 



126. Remarque. — En comparant les deux valeurs 

r = a (1 — ecosM), 

on voit facilement que, pour 9 = «, onar=a(l — e), 
et M = 0. 

Si l'on comptait les angles à partir de la droite qui 
va du foyer au périhélie, on aurait « = 0, et, dans 
ce cas, il vient : 

^ an- e') 

1 + e cos 9 ' 

Alors l'angle m passe en même temps que 9 par les 
valeurs 0, n, 2^,... On l'appelle ^anomalie excentrique 
de la planète, est l'anomalie vraie. 

127. La formule : 

ni = w — e sin m, 

sert à déterminer u en fonction de l, et, par suite, 
au moyen de la formule : 

r=a(l^e cos w), 

on aurait r en fonction de (. 

D'autre part, en égalant les deux valeurs de r, 
on obtiendra une relatior 
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d'où l'on tire : 



-, ces w — e 

COS0 = 



1 — ^ CCS w ' 



par conséquent, 



i + cose = 'l=:^LiL+£2i«l. 

1 — e cos w 



, ft (1 -4- ^) (1 — ces u) 

1 — CCS 9 == - ^ 



1 — e CCS w 



et, en divisant, 






Cette formule donnera 6 en fonction de t^ lorsque u 
aura été déterminé en fonction de t. 

Comme on le voit, le calcul des coordonnées r et 9 
en fonction de t serait très pénible. On évite ces 
difficultés en employant les développements en séries 
procédant suivant les puissances do e. C'est ce qui 
constitue le prohlèine de Kepler. 

188. Remarque. — La durée T de la révolution 
de la planète est donnée par la formule : 

nt =^ u — e sin u ; 
en y faisant u = 27r, il vient : 

nT = 2Tr, 
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d'où : 






129. Cette formule nous permet de démontrer la 
troisième loi de Kepler, En effet, si l'on néglige 
la masse m de la planète, comparativement à la 
masse M du soleil, on pourra remplacer /x par M, 
et on a alors : 



27ra- 

T = — =• 

l/M' 

pour une autre planète, on a de même 





2Tra''-^ 




^ I/m' 


On en tire : 






T^ a^ 




T'^ "" a'^ ' 



ce qui est la troisième loi de Kepler à savoir que 
les carrés des temps des révolutions de deux planètes 
sont entre eux comme les cubes des grands axes de 
leurs orbites, 

130. La vitesse en chaque point de la trajectoire 
est donnée par la formule : 



r 
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et, en remplaçant h par sa valeur , il vient : 



' \r al 



Problème de Kepler. 



131. Proposons-nous de trouver les développements 
des coordonnées polaires r et d'une planète en 
fonction du temps. 

A cet effet, nous devons appliquer une formule 
de Lagrange que nous croyons utile de rappeler 
d'abord. 

Soient u une fonction de Ç et de e, définie par 
l'équation : 

u = 'C, + eff(u), 

e étant une quantité très petite, et F (m) une fonction 
quelconque de la variable u. Le développement de F (m) 
suivant les puissances ascendantes de e sera donné par 
la formule suivante ^ : 

(A) 



1. Bertrand. Traité de calcul différentiel. 1864. p. 312 et 
suivantes 
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En particulier, pour obtenir le développement de u 
suivant les puissances de e, il faudra faire F(w) = w, 
et il vient alors : 

132. Cela posé, si l'on veut obtenir le dévelop- 
pement de Yanomalie excentrique w, qui est donnée 
par la formule : 

w = Ç + e sin w, (1) 

dans laquelle on a posé Ç == w^, il faudra appliquer 
la formule (B), en posant : 

(f{u) = sin u, (p(Ç) =- sin Ç, 

et nous aurons, en conservant la lettre K pour simplifier 
les notations : 

t. = Ç + esmÇ + j^-^^ + j— ^-3^+... 

Or, si nous remplaçons les puissances des sinus par 
les sinus et les cosinus des multiples de S, et si 
nous effectuons les différentiations indiquées, il vient, 
en remplaçant ensuite Ç par nt, et nous arrêtant aux 
cinquièmes puissances de e : 



Î«==n^4-^sinn^ + -^sin2n^-t-2i(3sin3n^--sinn0 



f ji.^(2sin4n^— sin2nQ + 5^(5^sin5n^— .3^sin3w^+2sinnO. 

13 



(2) 
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133. Pour obtenir rcxpression du rayon i-^ecteur r, 
qui est donnée par la formule : 



- = 1 — e CCS lit 

a 



nous appliquerons la formule (A) en posant : 
F(w)=l-ecose«, F(î;)=1— ecosÇ, F(?)=esin^, (p($)=sinÇ, 

et nous aurons : 

En remplaçant les puissances des sinus par les sinus 
(it cosinus des multiples de Ç, effectuant les différen- 
tiations indiquées, et remplaçant enfin % par nf , il vient, 
(în s'arrêtant aux cinquièmes puissances de e : 



-7=1 — ecosn^ — -;T-(cos2n^ — 1) — ^^--^(ScosSn^ — 3cosnO 



— ^ (42 CCS Ant - 4 . 2* cos 2nt) (4) 

^5 / 5 4 \ 

— o 4 >>* (5^cos5n^-- 5.33cos3n^ -f r-^cosn^. 



134. Pour obtenir le développement de Vanoraalie 
vraie 9, qui est donnée par la formule : 



4 lu « /l +^. 1 



(5) 
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nous aurons à faire usage d'une autre formule due 
aussi à Lagrang-e et que nous allons démontrer. 
Soit l'équation : 

igCG = m tg y, 

et proposons-nous de trouver le développement de x 
en fonction de y. 

En remplaçant les tangentes par les rapports des 
sinus et des cosinus, et ensuite les sinus et les 
cosinus par les exponentielles imaginaires, on trouve, 
en désignant par c la base des logarithmes népériens : 

C — C C — C 

= m 



x\/~i -a?|/=^ y\/-i . -y{/-i 

c + c c + c 



ou bien : 



txyZ-i 2Î/V/-1 

c — 1 c — 1 



2a?l/- 1 22/1/— 1 

c +1 c + 1 



d'où l'on tire : 



, 22/1/- 1 . y ^ -2yl/- 1 

2^V/-i {m + l)c —(m — l) 2i^l/-il — Xc 
c s= ■ ■ = e ■ ■ 

tyy-\ 2yl/_-l 

(m + 1) — (m — 1) c 1 — Xc 



en posant : 



m — 1 
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Prenant les logarithmes des d eux membres, nous 
aurons, en divisant par 2|/ — 1, 



Si X est moindre que l'unité, on pourra développer les 
logarithmes en séries, et il viendra, en remplaçant 
les exponentielles imaginaires par des sinus et des 
cosinus : 



â? = y + X sin 2y + — sm4y + — sin 6^/ + ... 



135. Cette formule, qui a été donnée par Lagrange, 
est applicable à l'équation (5) : en effet, dans le cas 
actuel, on a : 



m 






par suite. 



X = 



l/l + e — l/l — g e 

i/r+i + [/r^^ i + i/i — e^' 



et, par conséquent, X est moindre que l'unité. 
Nous aurons donc la formule : 



r X^ X^ 1 

6 = w + 2 X sin t« + — sin 2w 4- "o sin 3w + ... . 



(6) 
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Or, des formules (1) et (2) on tire : 



sinw= — - — =sinn^+-sin2n^ + 5j(3sin3n^— sinnQ + ,.. 



On obtiendra sin 2w, sin 3w,... en appliquant 
la formule (A) dans laquelle on fera Bucc^sivement : 

F (u) = sin 2w, sin 3w, . . . (p (u) = sin u, 

F (0 = sin 2Ç, sin 3$, ... (p (Ç) = sin Ç, 

et ensuite Ç « w^ 
Nous aurons ainsi : 



sin2w «= sin2n^ + e (sin3n^ — sin nti + e^ (siu4ni — sin 2nO 
+ 55—^ (25 sin Qnt — 27 sin Snt + 4 sin nt) + ,., 



sin3ifc = sin Snt + g^ (3 sin 4nt — 3 sin 2n^) 



+ 23 (15 sin 5n^ — 18 sin Snt -\- S sin nt) 



+ -- (9 sin 67it — 12 sin 4nt + 3 sin 2nt) + ... 



Il ne reste plus maintenant qu'à développer les 
puissances de X suivant celles de e. A cet effet, nouis 
poserons : 

i + i/r^^ = L, (7) 
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et nous aurons : 



- 1 
l — eL . 



Par conséquent, pour obtenir }P, il faudra deve- 
— p 
lopper L suivant les puissances (de e. 

Mais, de la formule (7) on tire : 

L« — 2L + 1 - 1 — es 
d'où : 



Ju 



— p 
Or, nous pourrons développer L suivant les 

puissances de e^, en appliquant la formule (A) de 

Lagrange dans laquelle nous remplacerons e par e', 

et faisant : 



w = L, Ç=-2, (f(u) — — Y, (pg)..—-. 



F(w)«L ', F(i*) = --^,, Ffô==^, F(i;)^~^; 



• • 



nous aurons ainsi : 



par suite : 

> eP . p ^ + ^^ plp+\?) r+* ■ p(?>+4)(j>+5) P+« , 
2»'"^2P+« "*"2.2»'+*^ "^ 2.3. 2P+6 "^•" 
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Si maintenant nous substituons dans l'équation (6) 
les valeurs de t«, sinw, sin2M,... ainsi que les valeurs 
des différentes puissances de )., nous aurons, en nous 
arrêtant aux cinquièmes puissances de e : 

5 e^ 

Qz=^nt + 2e sin nt + ^ ^' sin 2nt -{- ^^5— (13 sin 3nt — 3 sin nt) 



22.3 



e' 



+ 55— ô (103 sin 4nt — 44 sin 2n^) 



+ 00 ^o ^ (10^7 sin bni -- 645 sin 3nt + 50 sin nt). 



LIVRE II. 



DYNAMIQUE DES SYSTÈMES. 



CHAPITRE PREMIER. 



Théorie des moments d'inertie. 



136. Avant d'aborder l'étude du mouvement des 
systèmes, nous allons considérer certaines intégrales 
définies qui jouent un rôle très important dans la 
théorie du mouvement des corps solides. Nous admet- 
trons, comme nous l'avons fait dans la théorie des 
centres de gravité (I, n° 329), que la matière qui 
compose un corps solide est distribuée d'une manière 
continue dans la totalité de l'espace occupé par 
le volume de ce corps. Cette hypothèse n'amènera 
aucune erreur appréciable dans les actions exercées 
sur les différentes parties du corps. 
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137.. On appelle ^moment d'inertie d'un point 
matériel de masse m par rapport à U7i axe, 
le produit mr- de la masse de ce point par le carré 
de sa distance à l'axe. 

Le mmnent âHinertie d'un système de xmnts matériels 
de forme invariable par rapport à un axe est égal 
à la somme des moments d'inertie de ces différents 
points par rapport à l'axe. Si donc m, m\ m",... sont 
les masses des différents points, r, r\ r",... leurs 
distances à l'axe, le moment d'inertie du système sera : 

mr^ + mV* + mV* -!-•••== ^mr^. 

Si, au lieu de considérer des points massifs isolés, 
nous considérons un corps solide continu, le ^noment 
d^inertie du corps par rapport à un axe sera égal 
à la somme des moments d'inertie de ses éléments par 
rapport à cet axe. 

Si donc on désigne par dm la masse d'un des éléments 
du corps, par r la distance de cet élément à l'axe, 
le moment d'inertie du corps par rapport à l'axe sera : 



I 



= / r^dm. 



l'intégrale étant étendue au corps tout entier. 

Remarque. — En désignant par du un élément de 
volume, de surface ou de ligne, suivant que le corps 
sera un volume, une surface ou une ligne, le moment 
d'inertie sera donné par la formule : 



' / ^r-du, 



p étant la densité au point a?, y, ^ où se trouve 
l'élément du\ p sera donc une fonction de a?, y, 



z. 
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On voit par ce qui précède que le moment d'inertie 
dépend seulement de la forme du corps et de la 
distribution de la matière dans ce corps. Il dépend 
de la position de la droite par rapport à laquelle 
on prend ce moment d'inertie. 

138. Interprétation mécanique du moment 
d'inertie d'un corps. — Soient « la vitesse 
angulaire du mouvement de rotation du corps autour 
de l'axe, dm la masse d'un élément de ce corps, et r 
la distance de cet élément à l'axe. Pendant le temps 
infiniment petit dt^ le point m décrira un arc infiniment 
petit mm^ dans un plan perpendiculaire à l'axe. 

La vitesse linéaire de l'élément dm au point m est 
V == wr, dirigée suivant la tangente à la circonférence 
de rayon r. La quantité de mouvement de cet élément 
est (ùrdm ; c'est, comme on sait (I, n"" 202), la mesure 
de la force qu'il faudrait appliquer au point dm libre 
et au repos, pour lui communiquer la vitesse v «= wr 
pendant l'unité de temps. Le moment de cette quantité 
de mouvement ou de la force qu'elle mesure , par 
rapport à l'axe est égal (I, n^ 233) à la projection 
de la force sur un plan perpendiculaire à l'axe par 
la distance de cette projection à l'axe. Or, ici, la 
projection est [la force elle-même ; donc, le moment 
de la force par rapport à l'axe est : 

tùvdm . r = tùv^dm, 

La somme des moments des quantités de mouvement 
du système sera donc égale à : 



iiùr'^dm *« (0 / r'^dm. 



Donc, le moment d'inertie d'un corps par rapport 
à un axe est égal à la somme des moments des 
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quantités de mouvement de tous les points du corps 
par rapport à l'axe pour une vitesse angulaire égale 
à l'unité. 

139. Le moment d'inertie d'un corps par l'apport 
à un axe 01 étant calculé, il est évident que l'on 
peut toigours imaginer une longueur A, telle qu'en 
désignant par M la masse totale du corps, on ait : 



ÇrHm «» MA«. 



Cette longueur k est ce que l'on appelle le rayon de 
gy ration du corps par rapport à la droite 01. Il est 
facile de voir que cette longueur k n'est autre que 
le rayon d'un cylindre de révolution qui aurait la 
droite 01 pour axe géométrique, et sur la surface 
duquel on supposerait la masse du corps répartie 
comme on voudra : en effet, le moment d'inertie 
de ce cylindre par rapport à l'axe 01 serait égal 
à MÂ^ 

140. Problème. — Connaissant le moment d'inertie 
d'un corps par rapport à un axe^ trouver le 7)ioment 

d'inertie de ce corps par 
rapport à un axe parallèle 
au premier. 

Prenons le premier axe 
pour axe des ^, et pour 
plan des zx le plan passant 
par les deux axes (flg. 26). 
^ Soient m (a?, y, ^) un 
point du corps, dm sa masse, 
mK =» r et ?nN = R ses 
distances aux deux axes, 
a la distance de ces axes. 



Fig. 26. 
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Le moment d'inertie du corps par rapport à 0;^: est 
/r-rfwî, et son moment d'inertie par rapport à AB 
est IR^dm. 
Or, on a : 



R« ^ fo? — (if + ?/««= r« — 2aa^ + a^ ; 



par suite, 



/ R*rf?n == / ^'^dni — 2a 1 œdm + a^ i dm. 

Mais, en désignant par œ^, ij^, z^ les coordonnées 
du centre de gravité du corps, et par M la masse 
du corps, on a (I, n"* 323) : 



M 



= / dm, IHXq = j xdjn ; 



par conséquent, 



r^Si^dm «= ÇrHm — 2aM^o + Ma^. 

141. Cas particulier. — Si l'axe des z passe par 
le centre de gravité du corps, on a : o?^ « 0, 
et il vient : 

f^Hm «= frHm + Ma^ 

On a donc le théorème suivant : 

Théorème. — Le moment d'inertie d'un corps par 
rapport à un axe quelconque, est égal au moment 
d'inertie de ce corps par rapport à un axe parallèle 
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passant par le cenlre de gravité^ augmenté du produit 
de la masse entière du corps par le carré dtC la distance 
des deuœ axes. 

Corollaires. — De la formule précédente on conclut 
(lUC le 7)wment d'inertie d'un corps par rapport à un 
axe passant par son centre de gravité est moindre 
que pour tout autre axe parallèle à celui-ci. 

On en conclut aussi que le moment d^inertie n'a pas 
de maximum, puisqu'il augmente indéfiniment avec a. 

Enfin, si a est constant, le moment d'inertie reste 
constant. 

Donc, le moment d'inertie est constant pour tous les 
axes parallèles et également éloignés d'un axe passant 
par le centime de gravité. 

Remarque. — On peut encore démontrer la formule 
précédente comme suit : 

Soient x^, y^, z^ les coordonnées du centre de gravité 
G, par rapport à trois axes rectang-ulaires Oo?, Oy, Oz ; 
menons par le centre de gravité trois axes Ga?i, G^i, G^^ 
parallèles aux axes coordonnés. 

Soient x, y, z les coordonnées d'un point m du corps 
par rapport aux axes Ox, Oy, Oz, et x^, y^, z^ les 
coordonnées de ce même point par rapport aux axes 
Ga?i, G^i, G^, ; désignons par I le moment d'inertie 
du corps par rapport à l'axe 0-^, et par I^ son moment 
d'inertie par rapport à Gz^. Nous aurons : 



I 



'•f(x^ + y') dm ; 



Or, 

y - yi + yo ; 
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par suite, 

I =/! (^1 + ^^o)' + (yi + yo)' i dm 

= f{xi^ + ^1^) dm 4- 2Xq fœ^ dm 



+ ^Viifyidm + (^0* + yo)fdm. 



Mais , le centre de gi'avité étant l'origine des 
coordonnées œ^, y,, z^, on a (I, n** 323) : 



/ x^dm = 0, / y^dm = ; . 



par conséquent, 



I -=/(^i' + Vi^) dm + M (^o' + y\)^ 



ou bien : 



I = I^ + MroS 



en désignant par r^ la distance des deux axes. 

142. Problème. - — Trouver le moment /Tineriie 
d'un corps par r^apport à un axe 01 passant par 
Vorigine et faisant des angles «, |3, y avec les axes. 
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Soient m {œ, y, z) un point du corps (fig. 27), 
mP = r sa distance à Taxe 01. Nous aurons : 



^ / r^dm. 




Or, on a : 
r» = S2 sin« = S^ (1 — cos« 6) 

= a?* + y* + ;2:^ — (a? CCS a + 2/ ces p 4- ^ cos v)« 

= a?Ml — COS^ a) -f. y2 (1 — cos« P) + <2:2 (1 — COS« y) 

— 2œy cos a cos [3 — 2xz cos a cos y — 2yz cos ,8 cos y,. 

ou bien, à cause de la relation 

cos* a + cos* p -|- cos" y = 1, 
r2 = x^ (cos* p + cos* y) + y^ (cos* a + cos* y) + z^ (cos* a + cos* p ) 

— 2a)y cos a cos p — 2^xr cos a cos y — 2yz cos p cos y 
= (y^ + 'Z^) cos* a 4- (^2 + x^) cos* p + (^* + 2/^) cos*y 

— 2yz cos p cos y — 2œz cos y cos a — 2xy cos a cos p. 
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Remplaçons r^ par cette valeur dans l'expression 
de I, et posons : 

k^f[y^'\-z^)dm, B=J{z^+x^)dm, C^f[œ^+y^dm, 

I^ = / y^dm, E = ixzdm, F = iœydm, 

nous aurons : 

I = A cos2 a + B cos2 j3 + C ces' y 

— 2D cos p ces y — - 2E ces a ces y — 2F ces a ces p. 

Il est facile de voir que les quantités A, B, C sont 
les moments d'inertie du corps par rapport aux axes 
0^, Oy , 0-3^ ; quant aux quantités D, E, F on leur donne 
le nom de produits d'inertie par rapport à ces mêmes 
axes. 

143. Problème. — Trouver la loi suivant laquelle 
varie le moment d'inertie d'un corps par rapport à une 
droite quelconque 01, lorsque cette droite prend 
successivement toutes les positions possibles autour 
du point 0. 

Soit I le moment d'inertie du corps par rapport à un 
axe 01, déterminé par les angles a, (3, y qu'il fait avec 
les axes. Nous aurons (n"" 142) : 

I =- A cos2 a 4- B cos2 P + C cos2 y 

— 2D cos (3 cos y — 2E cos a cosy — 2F cos a coa^. 

Cela posé, prenons sur la droite 01, à partir du point 
0, une longueiu" ON = — rr, et cherchons le lieu 
géométrique du point N ainsi obtenu. 

14 



— 210 — 

En désignant par X, Y, Z les coordonnées du point N, 
et par p la distance ON, on a : 



û = — 7=, cosa = — =Xl/l, cosB = — = Yl/l, 

^ |/l ? ? 



Z 
CCS 7 = — = Z l/ï , 



et, en substituant dans l'équation précédente, il vient : 

1 = AX2 + BY2 + CZ2 — 2DYZ — 2EXZ — 2FXY. 

Le lieu est donc une surface du second degré, ayant 
pour centre le point 0. D'ailleurs, comme le moment 
d'inertie I ne peut être nul pour aucune droite menée 
par le point 0, le rayon vecteur |i de cette surface 
ne peut jamais devenir infini. Par conséquent, la surface 
est un ellipsoïde. 

A chaque point de l'espace correspond un ellipsoïde 
analogue, qui fait connaître la loi de variation du 
moment d'inertie du corps par rapport aux différents 
axes menés par ce point. Cet ellipsoïde a reçu le 
nom d'ellipsoïde d^inertie. Poinsot l'appelle ellipsoïde 
central. 

D'ailleurs, de la formule : 



f-FT 



on tire : 



1=1. 
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On on conclut le théorème suivant : 

Théorème. — Les moments cVinertie cVun corps par 
roîpport à différents axes passant par une même 
origine sont inversement proportionnels aux carrés 
des rayons vecteurs dhtn ellipsoïde d^inertie ayant cette 
origine pour centre. 

Remarque. — Si le corps se réduit à une surface 
plane, et si l'on prend les moments d'inertie de cette 
aire par rapport à tous les axes de son plan passant par 
un même point, l'ellipsoïde est remplacé par ime ellipse 
que l'on appelle ellipse d'iyiertie. 



Axes principaux d'inertie. 



144. Il est évident que les coefficients A, B, C, D, E, F 
ont des valeurs qui dépendent du choix des axes 
coordonnés. Si l'on prend pour axes coordonnés les axes 
principaux de l'ellipsoide, les équations précédentes 
se simplifient. 

En effet, les rectangles des variables disparaissant 
alors de l'équation de l'ellipsoïde, on a : 

D « 0, E = 0, F == 0, 
ou bien : 

/ yzdm = 0, / xzdm — 0, / xydm = 0. 

L'équation de l'ellipsoïde se réduit à la suivante : 

1 = AX2 + BY2 + CZ^. 

On voit donc qu'il existe toujours un système d'axes 
tel que les trois intégrales D, E, F soient nulles. 
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Ce système étant celui des axes de l'ellipsoïde est 
unique, lorsque les trois axes de l'ellipsoïde sont 
inégaux. Ces trois axes s'appellent axes principaux 
d'i7iertie relatifs au point 0, et les moments corres- 
pondants sont appelés moments d'inertie principaux. 

Le moment d'inertie d'un corps par rapport à un 
axe quelconque passant par l'origine sera , donc, 
en désignant par a, /3, y les angles que cet axe fait avec 
les axes principaux, et par A, B, C les moments 
d'inertie principaux : 

I = A cos2 a -f B cos2 ? + C cos« y. (A) 

145. Il résulte de ce que nous venons de voir que 
les axes principaux d'inertie pour un point sont 
caractérisés par les trois relations : 

/ yzdm = 0, / xzdm = 0, / xydm = 0. 

Si l'on considère seulement deux de ces relations, par 
exemple les deux premières, l'équation de l'eDipsoïde 
ne renfermera pas la variable z au premier degré. 
Par suite, les deux relations : 

/ yzdm =0, / xzdm = 0, 

sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que 
Vaxe Ides z soit un axe principal du corps relatif au 
point Q. 

146. Si deux des ^noments principaux sont égaux, 
par exemple si l'on a : A = B, Y ellipsoïde est de 
révolution autour de l'axe des z. Dans ce cas, les 
moments d'inertie relatifs à toutes les droites du plan 
des xy, c'est-à-dire à toutes les droites menées par le 
centre de l'ellipsoïde perpendiculairement à son axe 
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de révolution sont égaux entre eux. Toutes ces droites 
sont donc des axes principaux d'inertie, et les moments 
d'inertie relatifs à ces axes ont pour valeur A =^ B. 

D'ailleurs, puisque pour un quelconque de ces axes 
on a : 7 = 90"^, la formule (A) (n° 144) nous donne : 

I = A (cos* a + cos« P) = A. 

147. Si les trois moments principaux sont égaux ^ 
c'est-à-dire si l'on a : A = B = C, Vellipsoïde devient 
une sphère. Dans ce cas, tous les moments d'inertie 
sont égaux entre eux; tous les axes sont des axes 
principaux ; une droite quelconque menée par le point 
sera un axe principal. 

D'ailleurs on a alors pour le moment d'inertie relatif 
à im axe quelconque : 

I = A (ces* a + cos^p + cos^ y) = A. 

148. Théorème. — Si un axe est principal pour 
un point pris sur sa direction, le produit d^ inertie 
sera nul pour un axe quelconque situé dans le plan 
mené par le point perpendiculairement à cet axe. 

En effet, si l'axe des 
z est principal pour le 
point 0, nous aurons 
(n^ 145) : 




I yzdm=^0, fxzdm^O. 



Cela posé, soient (âg.28) 
Ox' une droite quelconque 
menée dans le plan àesxy 
par le point 0, <p l'angle 
qu'elle fait avec l'axe des x, et x', y' les coordonnées 
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(l'un point m du corps par rapport aux axes 0.^?' et Oy\ 
Nous aurons : 

x' ^ xcos(f + y sin ç, 
y' = — j? sin cp 4- y ces <p. 

Par suite, le produit d'inertie relatif à l'axe Oaf sera : 

/ œ^zdm = cos ç / xzdm + sin (p / yzdm = 0, 

ce qui démontre le théorème énoncé. 

Réciproquement, un axe sera principal pour une 
origine prise sur sa direction, lorsque le produit 
d'inertie sera nul pour un axe qiielœnque mené par 
le point dans un plan perpendiculaire à cet axe. 

En eflFet, si / œ'zdm = 0, quel que soit Vangle y, 
il résulte de la formule précédente que l'on aura : 

I xzdm = 0, fyzdm =» 0. 

149. Théorème. — Si un axe est principal pour 
une origine 0, il n'existe pas, en général, d'autre point 
pris sur sa direction pour lequel il soit principal. 

En effet, si l'axe 0^ est 
principal pour l'origine 0, on a : 



Fig. 29. 
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ixzdm = 0, / yzdm = 0. 

Soit 0' un point pris sur 
l'axe 0^ (fig. 29), et posons 
00' = e ; par le point 0' 
menons deux axes O'o?', O'y' 
parallèles à Ox et Oy, et 



cherchons les deux intégrales : 
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I x^z^dniy I y'z^dm. 

Nous aurons : x = œ*, y = ij\ z == z' + c ; par suite, 
/ afzUlm = I œ(z — c) chu = j xzd^n — cM^^» 

/ y'zUlm = I y [z — c) dm = 1 yzdm — cMy^, 



^0» ^0» ^0 étant les coordonnées du centre de gravité 
du corps. 
On a donc : 



/ x'z^dm = — cMa?o, 
/ y'z'dm = — cMy^. 

Or, en général, 0?^, y^ ne sont pas nuls ; par 
conséquent, les produits d'inertie 1 x'z'd^n et J y'z'dm 
ne sont pas nuls, et, par suite, l'axe des z n'est pas 
principal pour le point 0'. 

En particulier, si l'axe O.3: passe par le centre de 
gravité du corps, on aura : x^ =- Oj y^, == 0, et, par 
conséquent, 

/ x^z'dm = 0, / y'z'dm = 0, 



quel que soit c. 

Donc, im axe principal du centre de gravité est 
piHncipal pour toutes les origines prises sur sa direction. 
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Fig. 30. 



0* 


z 






Gî 

1 

1 
1 

r 


X' 


J 


î>^ ' ^'' 


X 



150. Problème. — Une droite quelconque étant 
donnée^ on demande de déterminer si cette droite 
admet une origine prise sur sa direction pour laquelle 
elle devient axe principal. 

Prenons la droite pour axe des z (fig. 30), et deux 

droites Ox et Oy pour axes 
des X et des y. Par hypo- 
thèse, l'axe Oi: n'est pas 
principal pour l'origine : 

par conséquent, j xzdm et 
I yzdm sont différents de 

zéro. 

Cherchons s'il existe un 
point 0' pour lequel cette 
droite 0^ soit un axe prin- 
cipal, et menons par ce 

point deux axes O'o?' et OV parallèles à Ox et Oy. 

Si l'axe des z est principal pour l'origine 0', nous 

devrons avoir : 

/ x^z^dm = 0, / y^Tidm = 0. 
Or, en désignant par c la distance 00', on a (n"* 149) 

/ x^z^dm = / xzdm — cMa?^, 

/ y^z^dm = / yzdm — cMy^' 
Nous aurons donc deux équations : 



/ xzdm — cMi^o = 0, 
/ yzdm — cM^o == 0, 
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pour déterminer l'inconnue c. Par conséquent, le 
problème est impossible, à moins que l'on n'ait : 

I œzdm j yzdm 

ou bien : 

y^ I xzdm — œ^ iyzdm = 0. (B) 

Telle est la condition qui doit être vérifiée pour que 
l'axe Oz puisse être principal pour un point 0' pris 
sur sa direction. Ce point 0' sera alors déterminé 
par la formule : 

I Cfzdm Iyzdm 

Il est facile de voir que l'équation (B) exprime que 
le produit d'inertie est nul par rapport à un axe OK 
mené par le point pei'pendiculairement au plan 
passant par la droite et le centre de gravité du corps. 

En eflfet, désignons par K le produit d'inertie par 
rapport à cette droite OK, et soit cp l'angle que cette 
droite fait avec l'axe Ox ; nous aurons (n** 148) : 

K = CCS (p / œzdm + sin cp / yzdm. 

Or, comme cp = 90° + «, on a : 



V X 

ces cp == — sin a = — -^^ , sin cp = ces a = — ^ 
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en désignant par a?^, y^, z^ les coordonnées du centre de 
gravité, et par ro sa distance à l'axe O.2:. Par conséquent, 

K = — ^ I xzclm H — - I yzdm^ 

et la condition (B) nous donne K == 0. 

Donc, pour qu'une droite quelconque qui n'est pas 
un axe principal pour une origine prise sur sa 
direction^ le devienne pour une autre origine 0', il faut 
que le produit d'inertie soit nul par rapport à un axe 
7nené par le point perpendiculairement au plan 
passant par la droite et le centre de gravité du corps. 

151. Théorème. — La somme des moments d'inertie 
d'un corps par rapport à trois axes rectangulaires 
partant d^un même point 0, est constante et égale 
à la somme des moments principaux relatifs a ce 
même point. 

En effet, soient 0^, Oy, 0^ les axes principaux 
du corps, et 0^', Oy', O^s' trois axes rectangulaires 
passant par le même point 0, (a, |3, 7), («', j3', /), 
(a", j3", 7") les angles que les derniers axes font avec 
les premiers. 

En désignant par A', B', C les moments d'inertie 
relatifs aux axes Oa?', Oy', Oz\ on a (n** 144) : 

A' = x\ cos2 a + B cos2 ^ + C cos^ y, 
B' = A ces- a' + B cos^ P' + C C0S2 y', 
C = A ces» a" + B cos« P" + C cos* y". 
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En ajoutant, et ayant égard aux relations : 

CCS* a + COS^ a' H- CCS* a" =» 1 , 

ces* p + ces» P' + cos2 p" = 1, 
ces' Y + ces* y' + cos^ y" = 1 » 



il vient : 



A' + B' + C = A + B + C, 



et le théorème est démontré. 

152. Propriété. — Lorsque les trois moments 
d'inertie principaux sont différents, si l'on suppose 
A < B < C, on aura toujours en désignant par I 
le moment d'inertie par rapport à un axe quelconque : 

I > A et I< C. 

En effet, si dans la formule : 

I = A cos^ a + B cos2 P + C cos^ y, 

on remplace cos^a par sa valeur tirée de l'équation : 

cos2 a + cos* p + cos^ Y = 1» 
on trouve : 

I = A (1 — cos2 p — cos2 y) + B cos2 (î + Ccos« y> 



ou bien : 



I = A + (B — A) cos2 13 + (C — A) cos» y ; 
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par conséquent, 

I> A. 

Si, dans cette môme formule, on remplace cos^y par 
sa valeur, il vient : 

I = A cos« a + B cos« [â + C (1 — cos2 a — ces* P), 

ou bien : 

I = C — (C — A) cos« a — (C — B) cos^ p, 

et par suite, 

I < C. 

Donc, le moment d'inertie le plus grand est le moment 
principal maximum^ et il correspond au plus petit axe 
de Vellipsoïde, Le moment d inertie le i^lus petit est 
le moment principal minimum^ et il correspond au 
grand axe de Vellipsoïde, 

C'est d'ailleurs ce qui résulte de la propriété que 
le moment d'inertie par rapport à un axe est en 
raison inverse du carré du rayon vecteur correspondant 
de l'ellipsoïde central (n** 143). 

153. Propriété. — Le lieu des axes par rapport 
auxquels le moment dinertie est égal au m^oment 
d'inertie moyen principal B se compose de deux plans 
également inclinés sur le plan des xy, et passant par 
Vaxe Yimyen de Vellipsoïde. 

En effet, le moment d'inertie par rapport à un axe 
quelconque (o^, |3, y) est donné par la formule : 

I = A cos» a -f B cos2 p 4- C cos2 y ; 
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faisant dans cette formule I = B, il vient : 

B = A cos2 a + B ces* p + C cos» y, 
ou bien : 

B = A cos^ a + B (1 — cos2 a — cos* y) + C cos^ y. 
On en tire : 

(B — A) C0S2 a = (C — B) C0S2 y ; 

d'où : 

CCS 



CCS g __ , * /c — B 
cosy "~ V B — a' 



Or, si l'on désigne par œ, y, z les coordonnées d'un 
point quelconque pris sur l'axe (a, (3, y), on a : 



X __ CCS g 
z ~^ cosy' 



et, en éliminant 5c, y entre les deux dernières équations, 
on trouTe pour l'équation du lieu : 



œ , 4 /c — B 

J=^^ Vb^=^* 

Cette équation représente deux plans passant par 
l'axe des y et également inclinés sur le plan des œy. 

Remarque. — Cette propriété est d'ailleurs évidente, 
si l'on observe que le lieu des axes pour lesquels 
le moment d'inertie est égal à B n'est autre que le lieu 
des rayons vecteurs égaux à l'axe moyen de l'ellipsoïde. 
Or, ce lieu se compose, comme on sait, des sections 
circulaires de l'ellipsoïde. 
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154. Problème. — Trouver le lieu des axes dune 
même origine 'par rapporl auxquels les moments 
dHneiHie ont la même valeur. 

Le moment d'inertie par rapport à un axe (a, (3, y) 
est donne par la formule : 

I = A cos2 a + B cos2 13 + C cos^ y, 
ou bien : 

(I — A) cos2 a + (I — B) cos2 (3 + (l — C) cos^ y = o. 

Or, les équations de l'axe étant : 



X y 



Au 



cos a CCS p ces y ' 

si l'on élimine «, P, y entre ces dernières équations, 
il vient pour l'équation du lieu : 

(I — A) a?2 + (I — B) 2/2 + (I — C) z'' = 0. 

C'est mi cône du second degré ayant son sommet 
à l'origine. 
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Applications. 



>. F Moment dinertie d'une ligne droite homogène 
par rapport à un axe passant par une de ses extrémités 
et perpendiculaire à sa direction. 

Soient OA = a la longueur de la 

droite (fig. 31), dx un élément situé 

y à une distance x de l'axe Oy ; nous 

aurons : 



Fig. 31. 



a 



a^ 



m 



I :=r I X-dX = — 



Fig. 32. 



2*^ Moment dHnertie dune droite homogène par 
rapport à un axe passant par son extrémité et -incliné 
dhtn angle 6. 

Soit OA = a la longueur de la 
droite : considérons un élément 
au point m de cette droite, 
et soient Om = p, mp = y 
(fig. 32). Nous aurons : 

a 
I = jtf- rfp ; 




or, on a : 



y = p sin 9 ; 






d'où : 



a 



1 = ^2 81112 9^^?==— sin^e. 



Fig. 33. 



3° Moment d'inertie d'un rectangle par rapport 
à Vun de ses côtés. 

Soient a et & les longueurs des 
côtés que nous prendrons pour 
axes coordonnés . Considérons 
une tranche élémentaire mnpq 
(flg. 33), située à une distance y 
de Taxe des œ : la surface de 
cette tranche est ady ; sa distance 
à l'axe des œ étant y, son moment 
d'inertie par rapport à Ox sera 
ay^'dy. 

Nous aurons donc pour le 
moment d'inertie du rectangle par rapport à l'axe 
des X : 
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Si l'on veut obtenir le moment d'inertie de ce 
rectangle par rapport à un axe MN situé à une 
distance S du côté a, nous aurons, en observant que 
ce moment est la différence des moments de deux 
rectangles ayant pour hauteurs 6 4- <î et (î, et pour 
base a : 



I = 2|(ft + 8)3 _ ssj == ^(je 4. 3J5 + 38«). 
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4** Moment d'inertie d'un triangle par rapport à sa 
base. 

Soit un élément mnpq du triangle ACD (fig. 34) : 

le moment d'inertie de ce 
^^^' ^** rectangle infinitésimal est 

^y^dx. Par conséquent, en 

posant AD = a, le moment 
d'inertie du triangle ACD 




1 r 
sera - / y^dx. Oï, on a : 



y 

h 



œ 
a 



d'où : 



h 
^ a ' 



et, par suite, le moment d'inertie du triangle ACD est : 



\ h? r 1 



de même, le moment d'inertie du triangle BCD est 
T^hh^, en posant BD = h. Le moment d'inertie du 
triangle ABC est donc : 



^-^<^h''r^1>h^^^h^(a + b)=^h^c. 



en désignant par.c la longueur de la base AB. 



15 
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Remarque. — Le moment d'inertie du triangle par 
rapport à un axe passant par son centre de gravité 
et parallèle à la base est (n** 141) : 



^12 2 ^ 9 36 



5® Moment dCinertie dune circonférence de cercle par 

rapport à un a^e passant par 
Fig. 36. ^^^ centre et perpendiculaire à son 

plan. 

Soient r le rayon du cercle, ds la 
longueur d'un élément (fig. 35),. 
'• Nous aurons : 




tTcr 

I r^ds = 



2Kr^. 



6® Moment dHnertie d'une circonférence par rapport 
à son diamètre. 

Prenons le diamètre pour 
axe des œ^ et soit y la 
distance de l'élément ds à 
ce diamètre (fig. 36). Noua 
aurons : 




fj/^ds ; 



or, si l'on désigne par 9 l'angle au centre, on a : 



y— :Rsine, ds — RfifO. 
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Par conséquent, 



Î7C tlt 

I - y*R3 sin^ QdO « R^Ain» 9d9 -= ttR^. 

7^ Moment d'inertie d'une surface plane par rapport 
à une droite située dans son plan. 

En supposant la surface homogène, et en faisant 
la densité p « 1 , nous aurons : 

I =. jr^du «= I fr'^dœdy. 



l'intégration se rapportant aux limites de la surface. 

Cas particulier. — Si la droite est prise pour axe 
des o?, nous aurons r == y, et il vient : 

XV X 

I ^JJtfdxdy ^fdxf]i^dy — ^j^\y^ — y^^ dœ. 



8** Moment d inertie d!un cercle par rapport à un 

axe perpendiculaire à son plan. 

Considérons une bande comprise 
entre deux cercles de rayons p et 
p + dp (flg. 37) : la surface de cette 
bande est 2rrprfp. Or, le moment 
d'inertie de cette bande étant égal 
à la somme des moments d'inertie 
de ses éléments, et tous ces éléments 
étant à la même diistance p de l'axe 01, 
le moment d'inertie de la bande est 
2nodç . p* = 2?rp' dp. Par conséquent, 

le moment d'inertie au cercle est : 
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p3rfp -^. 



9** Moment d'inertie d'un cercle par rapport à son 
diamètre. 

Le moment d'inertie du cercle est égal à la somme 
des moments de ses éléments. 

Cîonsidérons un élément 
^'^- ^^' mnpq (flg. 38) compris 

entre deux cercles de 
rayons p et p 4- dp et deux 
rayons vecteurs consé- 
cutifs faisant des angles 
6 et 6 + d6 avec le 
diamètre : la surface de 
cet élément est pdpdô, et 
sa distance au diamètre 
est p sin 6. Le moment d'inertie de cet élément est 
donc p' sin^ erfpd9. Par suite, le moment d'inertie du 
cercle est : 




27C r 



I«=y Assin^erfpcie 



Tir^ 



Remarque. — Le moment d'inertie d'une bande 
circulaire comprise entre deux cerclés de rayons R 
et R' sera donc ; 



1 = 



7r(R^ — R'*) 

' 4 • 
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10** Moment d'inertie cTune ellipse par rapport à Vun 
de ses aœes. 
L'équation de l'ellipse est : 

a» ^ ¥ ' 

le moment d'inertie par rapport à l'axe des œ est donné 
par la formule : 



^ffy^doody. 



Nous prendrons le moment d'inertie du quart de 
l'aire de l'ellipse, et nous multiplierons le résultat 
par 4. Les limites de l'intégrale seront donc : 

a? = 0, a? = a, y = 0, 2/ = - |/ a^ — a?S 



et par suite, 






I = 4 fdœfy^dy = ^ f(a^ - x^f dx. 

o 

Pour trouver cette dernière intégrale, posons 
00 = a sin cp, et nous aurons : 



TU 



^ 4ab^ r . 7 T^àb^ 



3 

o 



I cos* cp d(p = 



7ra^ 



Remarque. — Si l'on suppose a = ft, il vient I = -^y 

ce qui est le moment d'inertie d'un cercle par rapport 
à son diamètre. 



— 230 — 

11** Moment d'inertie (Tun solide de révolution par 
rapport à son axe. 

Soient Ox l'axe de révolution (flg. 39), et AB la courbe 
génératrice, wiP et m'P' deux ordonnées consécutives, 

abcd un élément inflnité- 
^'S'^9' simal. Posons OP = a?, 

y Pa ^ u ; nous aurons : 



abcd == dudœ. 




C 



P P' 



D 



Le volume engendré par 
abcd en tournant autour 
""x de 0^ est 2nududx, et 
le moment d'inertie de ce 
volume élémentaire est ZT^ududœ .u'^ ^2T:u^dudx. 

Par conséquent, le moment d'inertie du volume 
engendré par l'aire ABCD est : 



on 



y 



X 



I 



27r / dœ iu^du = ^ fy^dœ. 



12® Moment d'inertie dun cylindre par rapport 
à son axe. 

On peut considérer le cylindre comme engendré par 

le rectangle OABC (flg. 40) 

tournant autour de l'axe des x. 

Si donc on désigne par R le 

rayon OB de la base, et par h 

B I , c la hauteur, il vient : 



Fig. 40. 



I = 27r fdx iu^du = 



nR*h 



u 



u 
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Remarque I. — On pouvait arriver à ce résultat 
-en considérant le cylindre comme composé de tranches 
élémentaires perpendiculaires à l'axe. Le moment 
d'inertie d'une tranche d'épaisseur dœ est égal à la 
somme des moments d'inertie de ses éléments, et chaque 
élément est un cercle perpendiculaire à l'axe du cylindre. 
Le moment d'inertie de la tranche sera donc égal à 

--T3 4 

-5- dœ ; par conséquent, pour le cylindre, nous aurons : 



I = "|i/^ - 



ttR^A 



Remarque II. — Le moment d'inertie d'une couche 
cylindrique comprise entre deux cylindres de rayons R 
'Ct R', aura pour expression : 



f (R* - R'1. 



13^ Moment d! inertie d'un segment sphérique. 

Soit â7* + y^ = R* l'équation du cercle générateur , 
nous aurons : 



I = 2TzfdxfuHu - |y(R* - (xf)^ dx 



«ro o oco 



X 

= I /*(R* + as* — 2R«a;«) dcc, 



d'où : 



I = |JRMa^-.^o) + ^^-2R*^^- 
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Remarque. — Si l'on suppose x^ = 0, et a? -= R^ 
on a pour le moment d'inertie de la demi sphère : 



I = "^^^^ 



15 ' 



et pour la sphère entière : 



15 



14° Moment dC inertie â!un parallélipipède rectangle 
homogène par rapport à Vune de ses arêtes. 

Cherchons d'abord les moments d'inertie par rapport 
à trois axes Oo?, Oy, Oz menés par le centre parallè- 
lement aux trois arêtes dont nous désignerons les 
longueurs par 2a, 26, 2c : à cause de la symétrie, 
ces trois axes sont des axes principaux. 

Or, dœdydz étant le volume d'un élément, le moment 
d'inertie par rapport à l'axe Oz sera : 

1 f fç (^* + y*) dxdydz = p fœ*dx 1 dy 1 dz 

— a —b — c 

— a — & — c 



en désignant par M la masse du paralléhpipède. 

Nous aurons de même pour les deux autres moments 
d'inertie : 

M (a» + c«) M (6« 4- c«) 
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Il s'ensuit que le moment d'inertie par rapport 
à l'arête parallèle à 0^ est (n^ 141) : 



^ ^^3"^ ^'^ + M (a« + &2) = I M (a« + b^U 



Les moments d'inertie par rapport aux deux autres 
arêtes sont : . 



|M(a2 + c«), |m(&« + c«). 



CHAPITRE IL 



Mouvement d'un système quelconque. 
Principe de d'Alembert. 



156. Considérons un système de points matériels 
sollicité par des forces quelconques et se mouvant 
sous l'action de ces forces et des conditions auxquelles 
il est assujetti. 

Les forces qui agissent sur les différents points se 
divisent en deux catégories : les forces intérieures 
et les forces extérieures (I, n** 244). 

Lorsque le système est de forme invariable, les forces 
intérieures sont deux à deux égales et directement 
opposées. A un autre point de vue, on divise aussi 
les forces en forces données et en forces tenant lieu 
des liaisons^ celles-ci pouvant être intérieures ou 
extérieures (I, n^ 380). Il est évident que, si nous 
joignons aux forces motrices qui sollicitent le système, 
les forces qui tiennent lieu des liaisons (réactions des 
obstacles, etc.), le système pourra être considéré 
comme libre. 

Nous pourrons donc appliquer à chacun des points 
du système les équations du mouvement d'un point 
libre, si nous tenons compte de toutes les forces 
extérieures ou intérieures qui agissent sur ce point. 
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Soient m un point du système (flg. 41), AB la 
trajectoire qu'il décrit dans son mouvement, P la force 
motrice qui le sollicite à la fin du temps t, F la force 
qui tient lieu des liaisons à cet instant. Il est évident 
que la trajectoire AB n'est pas la môme que celle que 
décrirait le point m, s'il était libre, sous l'action de la 

Fig. 41. 




force P seule. Mais, il est évident aussi qu'il existe 
toujours une certaine force Q qui, étant appliquée au 
point m libre, lui ferait décrire la trajectoire AB, 
c'est-à-dire qui communiquerait au point m rendu 
libre, le mouvement qu'il possède réellement à la fin 
du temps t. Cest cette force Q que l'on appelle la force 
effective : la force — Q s'appelle la force cT inertie. 

Cela posé, appliquons au point m les deux forces 
Q, — Q, égales et de sens contraires : le mouvement 
du point m ne sera pas changé par l'introduction 
de ces forces. Le point m rendu libre est donc sollicité 
par les forces P, F, Q, — Q. Or, la force Q seule 
produirait le mouvement réel du point m. Il en 
résulte que les trois forces P, F et — Q se font 
équilibre. On arriverait à des résultats analogues 
pour chacun des points du système, et l'on aura par 
conséquent le théorème suivant : 
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Principe de d'Alembert. — Dans un système de 
points matériels en mouvement^ il y a équilibre^ 
à chaque instant^ entre les forces motrices appliquées 
au système^ les forcées de liaisons et les forces dCinertie 
des différents points du système. 

157. Cela posé, nous pouvons rétablir les liaisons 
du système, en supprimant les forces F : l'équilibre 
continuera à subsister, en ayant égard aux liaisons, 
entre les forces P, P',... et les forces — Q, — Q^... 
Nous pourrons alors énoncer le théorème de la manière 
suivante : 

Théorème. — Dans un système de points Tnatériels 
en mouvement, il y a équilibre, à chaque instant, 
en vertu des liaisons, entre les forces motrices appli- 
quées au système et les forces d'inertie des différents 
points du système. 

Comme on le voit, le principe de d'Alembert a 
pour résultat de ramener la théorie du mouvement 
d'un système de points matériels à la théorie de 
l'équilibre. 

158, Remarque. — On peut donner une autre forme 
au principe de d'Alembert de la manière suivante : 

Nous pouvons décomposer la force P, appliquée au 
point m en deux forces, l'une égale à la force effective Q 
et une autre que nous appellerons la force R. Faisons 
la même opération en chacun des points m, m',... 
du système. Puisque les forces Q, Q'... suffisent pour 
produire le mouvement de chacun des points du 
système, il en résultera qu'à chaque instant les 
forces R se feront équilibre au moyen des liaisons. 
Ces forces R, qui ne sont pas utilisées pour le 
mouvement, s'appellent forces perdues. Nous aurons 
alors le théorème suivant. 
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Théorème. — Bans un système de points matériels 
en mouvement^ il y a équilibre, à chaque instant, 
en vertu des liaisons, entre les forces perdues. 

159. Le principe de d'Alembert nous fournit V équa- 
tion générale de la Dynamique, 

En effet, puisqu'il y a équilibre, à chaque instant, 
au moyen des liaisons, entre les forces tnotrices et les 
forces dinertie des différents points du système, il en 
résulte (I, n° 384) que la somme des travaux virtuels 
de toutes ces forces doit être nulle, à chaque instant, 
pour tout déplacement virtuel compatible avec les 
liaisons telles qu'elles existent à cet instant. 

Nous aurons donc, en désignant par Ss le dépla- 
cement virtuel du point m : 

EP25 cos (P, 85) — SQ55 CCS (Q, Is) = 0, 

le signe S s'étendant à tous les points du système, 
et les déplacements $s devant être compatibles avec les 
liaisons du système à l'instant considéré. 

Cette équation peut être mise sous une autre forme. 
En effet, soient m la masse du point m, œ, y, z 
ses coordonnées à la fin du temps t, X, Y, Z les 
composantes de la force P qui agit sur ce point à cet 
instant, 5œ, dy, Sz les projections du déplacement 
virtuel Ss sur les axes. Le travail virtuel de la force P 

est Xix + Y$y + ZSz ; d'autre part, les composantes 

d^ûc d ti d^ z 

de la force d'inertie étant — m -jjt » — m -j^ > — m ttt^ » 

dt dt dt' 

le travail virtuel de. cette force sera : 

d^x ^ d^y . d'^z . 
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Jj'équation des travaux virtuels nous donne donc : 

2:[{x-».'^)-+(v-»?#)5» 

+ (z - « ^) s»]- 0. 

C'est Céquation générale de la Dynamique, ou 
Véquation de Lagrange. Il est bien entendu que les 
déplacements Sx, Sy, dz\... doivent être compatibles 
avec les liaisons du système au moment considéy^é, 

160. Remarque I. — Nous devons observer ici 
qu'il y a une distinction à établir entre les signes S qui 
entrent dans l'équation de Lagrange, et dans l'équation 
des travaux virtuels (I, n"" 384). 

Dans l'équation de Lagrange, le signe S se rapporte 
à toutes les masses de tous les points du système, 
même celles sur lesquelles aucune des forces données 
n'agit directement : c'est ce qui résulte de la manière 
dont cette équation a été établie. 

Dans l'équation d'équilibre de la Statique : 

2 (X5a? + Yoy + Zlz) = 0, 

le signe S ne se rapporte qu'aux points soumis à l'action 
des forces données : c'est aussi ce qui résulte de la 
manière dont cette équation a été établie (I, n° 382). 

Remarque IL — L'équation de Lagrange subsiste 
encore lorsque les masses mobiles, au lieu d'être 
concentrées en des points isolés, remplissent d'une 
manière continue un certain volume; mais, dans ce 
cas, la masse m devra être remplacée par rf;n, et le 
signe S par une intégrale. 
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Remarque III. — Si le système est un solide 
invariable libre, il sera inutile de passer par l'équation 
des travaux virtuels. Il suffira d'écrire les six équations 
d'équilibre d'un nombre quelconque de forces appli- 
quées à un solide invariable (I, n*^ 301). 

161. Nous allons voir maintenant comment l'équation 
de Lagrange conduit aux équations différentielles du 
mouvement d'un système^ lorsque les liaisons entre 
les n points du système sont exprimées par des 
équations de condition entre les 3w coordonnées de 
ces n points et le tefnps t. Observons d'abord que, 
puisqu'il y a n points, on a à déterminer 3n coordonnées 
en fonction de t, ce qui exige la connaissance de 3n 
équations entre ces coordonnées et le temps. 

L'équation du mouvement est : 



+(^-»^§)H=«- 



(1) 



Soient : 



Li (t, œ, y, z, an', y', z', ...)•= 0, 
Lî (t, OB, y, z, ai, y\ ^', ... ) — 0, 

u (<, ^, y, ^, (^yy\ z\ — ) = 0, 



(2) 



les h équations de condition auxquelles doivent satis- 
faire les coordonnées des n points du système. Puisque 
le déplacement doit être compatible avec les liaisons 



— 240 — 

du système telles qu'elles existent à Vinstant œnsidéré, 
il faut que les variations ioo, dy, 3z, 8œ',... soient telles 
qu*en remplaçant ^, y, z, œ\... par œ + àœ^ y + Sy, 
z + iz^ œ^ + iœ\... en laissant t constant, dans les 
équations (2), ces équations soient encore vérifiées par 
les nouvelles coordonnées (I, n** 381). On doit donc 
avoir les équations de condition : 

Lj + SLi = 0, Lj + SLg = 0. ... U + Su = 0. 

Puisque ces dernières équations doivent être vérifiées 
en même temps que les équations (2), on en tire : 

SLj = 0, ôLj -= 0, ... Su = 0, 

en ayant soin de traiter le temps t comme une 
constante dans les diflférentiations relatives à la carac- 
téristique S. 
Nous aurons donc : 

^&. + ^^îy + ^^5. + ^W + ...-0, 

(31 



ce qui nous donne k équations entre les 3n variations 
dxj iy, 8z...\ au moyen de ces k équations on peut 
déterminer les valeurs de k variations en fonction 
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des 3n — h autres. En substituant ces valeurs dans 
l'équation (1), on obtiendra une équation qui ne 
renfermera que 3n — A variations. Or, ces variations 
seront maintenant arbitraires, et l'équation qui les 
contient devra être vérifiée , quelles que soient 
les valeurs que l'on attribue à ces variations indéter- 
minées. On devra donc égaler à zéro les coefficients 
de ces 3n — A variations, ce qui nous donnera 3n — k 
équations entre les 3n coordonnées a?, y, z, a?',... et le 
temps t. En joignant ces 3n — k équations aux k 
équations (2), nous aurons les ^n équations nécessaires 
et suffisantes pour déterminer les 3n coordonnées en 
fonction du temps. Les constantes arbitraires introduites 
par rintégratioii se déterminent, comme toujours, au 
moyen des circonstances initiales du mouvement. 

162. Observons que les opérations que nous venons 
de faire reviennent à éliminer k variations entre les 
équations (1) et (3). Or, cette élimination qui est, 
en général, très pénible, peut se faire par la méthode 
des multiplicateurs^ laquelle présente, comme nous 
allons le voir, des avantages particuliers. 

Multiplions les équations (3) respectivement par des 
facteurs indéterminés Xj, ig,... ?;t, et ajoutons les résul- 
tats obtenus à l'équation (1). Nous obtiendrons ainsi une 
équation (L) renfermant les 3n variations Sx, dy, dz... 
Comme, parmi ces 3n variations, il y en a A qui sont 
dépendantes des autres, nous disposerons des facteurs 
^1» K^'" 'a» de manière à faire évanouir dans 
réquation (L) les coefficients de ces k variations. 
Les 3n — k variations restantes étant arbitraires^ leurs 
coefficients doivent être nuls séparément. On voit 
par là qu'il faut égaler à zéro les coefficients des 3n 
variations ce qui nous donnera les 3n équations 
suivantes : 

16 
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"• rf/.— ^ + '■■# + '• -a; + ■•• + '« 1>F • 



Entre ces 3n équations on éliminera les k multipli- 
cateurs >i, Xg,... /jt, et l'on obtiendra les 3n — à 
équations à joindre aux équations (2) pour obtenir 
la solution du problème. 

163. L*avantage de cette méthode consiste en ce 
qu'elle fournit les efforts que les liaisons produisent 
sur chacun des points du système. En elBEet, chacune 
de ces équations (4) est l'équation du mouvement d'un 
point libre projeté sur l'un des axes coordonnés. 
Ainsi, les trois premières sont les équations du 
mouvement du point m considéré comme libre, sous 
l'action de la force donnée X, Y, Z et des k forces : 

\ ' 100 ' '''dy ' ' dz)' \ « dx ' « dy ' '« dz )' "■ 

•••r*"5^' '* ôy' ^"-dij- 

La même remarque s'applique aux autres groupes 
de trois équations. 
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Il résulte de là que : 



^' 'dx ' ' dx ' - ^* dx ' 

sont les composantes suivant l'axe des œ des actions 
que les liaisons exercent sur le point m, et, par 
conséquent, les équations (4) nous donnent l'expression 
des forces qui pourront remplacer chacune de. ces 
liaisons. Il est, en effet, évident que, si l'on supprimait 
la liaison Lj = 0, rien ne serait modifié dans le 
mouvement, si l'on appliquait : 

F au point m une force ayant pour composantes : 






dœ ' • \ dy ' "^ dz ' 
2*^ au point m! une force ayant pour composantes : 

^'W ^'W' ''^' 

ot ainsi de suite, 

164. On conclut encore de là que la force à 
introduire en un point m (a?, y, z), lorsque l'on 
supprime une liaison Lj «= 0, est normale à la surface 
représentée par l'équation L^ = 0, dans laquelle on 
considérerait comme seules variables les coordonnées 
{x, y, z) de ce point, les coordonnées des autres points 
du système étant supposées constantes. 

165. Remarque. — Le déplacement effectif que 
prend un système n'est pas toujours un déplacement 
compatible avec les liaisons à l'époque t. Cela ne peut 
avoir lieu, que si les liaisons ne renferment pais 
expliciten^nt , le My)yps . 
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Nous avons vu (n** 161) que, pour que le dépla- 
cement soit compatible avec les liaisons du système,. 
il faut que les équations : 

Li «0, L.2 = 0, ... La = 0, 

qui sont vérifiées par les valeurs x, y, >3:,... soient aussi 
vérifiées par x + ^x^ y + ^y, z + $z,... le temps t 
restant constant. Nous devons donc avoir les équations : 



dhy '^ , dh. ^ , dit. -K . ^ 






• • 



"di ^ + "5^ ^^ -^ "57 '^ + - ^^• 



Or, les déplacements eflfectifs (réels) dx, dy, dz,... 
ne satisfont pas, en général, à ces équations. En effet, 
dx, dy, dz,... sont les projections sur les axes de 
l'élément effectivement parcouru pendant le temps dt. 
Il en résulte que les équations : 

L, « 0, Lj, - 0, ... Lh == 0, 

devront être vérifiées quand on y change t en t + dty 
^ en â? + dx,... et nous aurons alors les équations : 
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• é • * 



On voit donc que Ton ne pourra prendre : 
ox = dx, oy = dy, oz = dz^ ..., 
que si Ton a : 

dt ^' d^ "' - dt "' 

c'est-à-dire 5^ le temps t rC entre pas explicitement dans 
les équations de liaisons. 



Applications. 



166. Problème L — Trouver le mouvement d'un 
point matériel de masse m, assujetti à glisser sans 
frottement sur une courbe qui varie à chaque instant 
de position et même de forme. 

Soient : 

F (a?, y, ;?, ^) = 0, 

f (X, y, z, t) ==. 0, 
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les é(q[uations de la courbe ; X, Y, Z les composantes 
de la force motrice appliquée au point ??i. 
L'équation de Lagrange nous donne : 

des équations de liaisons on tire : 



ÔF ^ , dF ^ . dF . 



dx 



ày 



^^ + :^ ®y + "^ ^^2: »« 0. 



dz 



En éliminant Sx, dy, 3z entre ces trois équations, 
on obtient une équation entre x, y, z, t, et en la 
joignant aux équations de la courbe, nous aurons trois 
équations pour déterminer x, y, z en fonction de t. 

167. Problème IL — Un point 7natériel pesant 
glisse sans frottement sur une droite rigide qui décrit 

un cône droit autour de la 
verticale avec une vitesse 
angulaire constante w. On 
demande de trouver le 
mouvement de ce point. 
Soient l'angle constant 
ZOA du cône (fig. 42), 
^ l'angle compris entre 
le plan mobile ZOA et sa 
position initiale ZOX, r la 
distance Ow. On a évidemment : 




^ = îùt\ 
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d'autre part, on a pour les équations de la droite 
mobile OA : 

œ = rsinQ ces w^, 

y == r sin 9 sin w^, 

^ s= r CCS 0. 

Les composantes de la force motrice étant X = 0, 
Y «= 0, Z « 7ng, l'équation de Lagrange nous donne : 



Or, on a : 



ùœ ^^ sin 6 ces tôt . Sr, 



Sy — sin 9 sin tôt . Sr, 



Zz = ces 9 Sr ; 



on a aussi : 



d^x id^r 4 c^ dr . . ^ An 

-7.7 = ( -^Mi CCS 0)/ - 2w -TT sm iùt — (i)V ces w^ ) sm 9,. 

^^. « (^ sin (0^ + 2(0 ^ ces w^ — wV sin w^) sin 9^ 



â^z dhr . 
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Par conséquent, en éliminant les dérivées et les 
variations de a?, y, z, on obtient l'équation : 

_- — tjV sin* 9 «= gr ces 0. 

Cette équation linéaire du second ordre à coefficients 
constants a pour intégrale : 

(iut sin — (ntsin. 6 g ^q^ Q 

(0* sin* ô 

Pour déterminer les constantes, supposons que Ton 
ait r^ -= 0, et que v^ soit la vitesse initiale du point 
sur la droite mobile. Nous aurons : 



w* sm* 9 



D'autre part, on a : 

t?o = J-^ ) « Au) sin 9 — Bw sin 9. 
De ces équations on tire : 



_ fl^ cos 9 4- iùv^ sin 9 
~ 2a)« sin* ô 

-. grco>9 — fa)i?Qsin9 

2(0* sin* 9 



Connaissant r en fonction de ^, nous pourrons 
déterminer x, y, z en fonction de t, et le problème 
sera résolu. 



CHAPITRE III. 



Des forces instantanées ou percussions. 



168. On mesure une force constante (I, n** 202) 
par la quantité de mouvement qu'elle communique 
pendant l'unité de temps à un point matériel libre pris 
à partir du repos. On a donc : 



„ mv 



Il résulte de là que, pour une quantité de mouvement 
finie et déterminée produite par la force, la durée 
-de l'action de cette force est d'autant moindre que 
l'intensité de la force est plus grande. Cette durée 
peut être très petite, pour ainsi dire inappréciable, 
lorsque l'intensité de la force est suffisamment grande. 
On peut admettre que la position du point n'a pas 
Tarie pendant la durée de l'action d'une telle force. 
Ainsi donc, l'effet de la force F très grande pendant 
une très courte durée sera de communiquer au point 
une vitesse finie v, sans faire parcourir à ce point un 
-espace appréciable. Cette force s'appelle force instan- 
ianée, ou mieux percussion. Il est bon d'observer ici 
que l'expression de force instantanée, qui est consacrée 
par l'usage, est défectueuse : il n'y a pas, à proprement 
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parler, de force instantanée. En effet, aucune force ne 
peut imprimer une vitesse finie à une masse, quelque 
petite qu'elle soit, sans y mettre un certain temps 
et sans faire parcourir un certain espace à son 
point d'application. C'est pourquoi il serait préférable 
d'employer l'expression de percussion ou impulsion, 
Jacobi emploie l'expression de force momentanée. 

169. Considérons une telle force P- agissant sur un 
point matériel libre et au repos, suivant une direction 
constante Ox, pendant un temps très court G. Nous 
aurons : 






d'où, en intégrant entre les limites et 6, et désignant 
par V la vitesse du point au bout du temps 9, il vient : 



dx 
m 





= mv = / Pdt. 



dt 

u 



Il en résulte que la force instantanée P est mesurée 
par la quantité de mouvement finie qu'elle communique 
à un point libre pris à partir du repos. 

Supposons ensuite que la direction de la force 
instantanée P soit variable pendant le temps ô très 
petit. Désignons par m la masse d'un point matériel 
libre sur lequel cette force agit à partir du repos, 
par X, y, z les coordonnées de ce point, par X, Y, Z 
les composantes de la force P au temps i, c'est-à-dire 
à un instant quelconque de la durée de l'action 
de la force. Nous aurons, pour cet instant, les trois^ 
équations : 
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^='"W Y"*"W' ^^'^-w' 



et, en intégrant entre les limites et : 



dœ dy dz ,^ ^. . j i x 

7//" ' "^ ' "^ étant les composantes de la vitesse acquise 

par le point m au bout du temps 6. 

Or, les premiers membres de ces équations sont les 
composantes de la quantité de mouvement due à la force 
instantanée ; les seconds membres sont les composantes 
de l'impulsion totale de la force P. Donc, Vimpulsion 
totale dune force instantanée P est représentée en 
grandeur et en direction par la quantité de mouvement 
qu'elle imprimamit à un point 7natériel libre et au 
repos. 

170. Remarque. — On peut encore dire que les 
expressions : 



fxdt, l\dU fzdt, 

o o o 

sont les composantes de la quantité de mouvement que 
la force instantanée P (X, Y, Z) conmuniquerait au 
point m libre et au repos. 

171. Il résulte de ce qui précède que, dans le cas 
où un système est soumis à des forces instantanées, 
il faudra transformer le principe de d'Alembert de 
manière à y introduire les impulsions totales de ces 
forces et les quantités de mouvement. 
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Extension du théorème de d'Alembert 
aux forces instantanées. 



172. Supposons qu'à un certain instant un système 
matériel en mouvement subisse des percussions. Soit fl 
la durée de l'action de ces percussions. On peut supposer 
que ce temps très court 9 est le même pour toutes ces 
forces. On pourra faire absti'action pendant ce temps 
des forces motrices qui sollicitent le système : car, elles 
sont négligeables par rapport aux forces instantanées, 
et leur effet est inappréciable pendant ce temps ô. 
Ainsi donc, l'effet des forces instantanées est une 
variation des vitesses des points matériels, sans que 
les points du système aient changé de position pendant 
ce te^nps 0. 

Il est facile de s'assurer que les variations iœ, Sy, Sz,... 
doivent être considérées comme constantes pendant ce 
temps 9. En effet, ces variations doivent satisfaire aux 
équations : 






-^^ oa^ + -^^ «y + -^- hz + ... - 0, 



^S-+-^5y + '^8- + --«. 
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dans lesquelles t reste constant. Or, les coordonnées 
07, v, z,... devant aussi être considérées comme 
constantes pendant le temps 0, il en résultera que les 
valeurs de àœ,.$y, $z,... qui satisfont à ces équations 
sont constantes. 

Nous pouvons donc appliquer à un instant quelconque 
compris dans la durée 6 le théorème de d'Alembert au 
mouvement du système, en supprimant tout ce qui 
se rapporte aux forces finies^ et ne conservmnt que 
les forces infiniment grandes. Nous aurons donc 
l'équation : 

2;[(x-™'g)8.+(Y-»g)8. 



+(z-«§)«.]-o. 



Multipliant les deux membres par dt, et intégrant 
entre les limites et G, les variations io;, <îy, dz,... 
étant supposées constantes, nous aurons : 



dûo , idœ\ V - 






+lA'«-»i+«(l)i^ 

\o J 

■ lo • • • y J 
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9 6 



Or, iXdt, fYdt, fzdt sont les composantes de la 



o u o 



j , ^» , . . dx dy 

percussion donnée, appliquée au point m\ m -77» m -^, 

dz % ^ ^ 

711 -T7 sont les composantes de la quantité de mouvement 

de ce même point m à la fin de la percussion; 

^^^ (777) ' ^ \ïï) ' ^* (7^) '^^^^ ^^'^ composantes de la 
quantité de mouvement du même point m au commen- 
cement de la percussion. 

On peut donc énoncer l'équation précédente de la 
manière suivante : 

Théorème. — Si un système matériel est soumis 
à des percussions y il y a équilibre^ à F aide des 
liaisons, entre les percussions appliquées au système, 
les quantités de mouvement initiales et les quantités 
de mouvement finales, ces dernières étant prises en 
sens contraire. 

173. On peut encore énoncer ce théorème d'une 
autre manière. Observons que la force instantanée P 
dont les composantes sont. X, Y, Z, communiquerait 
au point m, s'il était libre, une quantité de mouvement 

dont les composantes seraient fxdl, fYdl, fzdt 

{n° 170). On en conclut le théorème suivant : 

Théorème. — Il y a équilibre, au moyen des 
liaisons, entre les quantités de mouvement que les 
percussions communiqueraient aux différents points 
du système, s'ils étaient lih^es, les quantités de 
mouvement que ces points possèdent au moment oii les 
percussions commencent à agir, et les quantités 
de mouveinent qu'ils ipqssèdent après les percussions, 
ces dernières étant prises en sens contraire. 
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174. Remarque L — Si, au moment où les percus- 
-sions commencent à agir, le système est au repos, on a : 

©.-»• fê).-»' &[">• 

et Ton a le théorème suivant : 

Théorème. — Il y a équilibre, au moyen des 
liaisons y entre les percussions appliquées au système 
et les quantités de mouvement qui ont lieu effectivement 
à la fin du temps 9, prises en sens contraire. 

Remarque II. — On peut encore observer que les 
différences : 



»,*,-(-)), .»!(|)-(f)|,»i(è)-f4 



dt 



sont les composantes de la quantité de fnouvement 
perdue par le point m, par suite de la percussion 
subie par le système. Nous aurons alors le théorème 
suivant : 

Théorème. — Il y a équilibre y au moyen de liaisons, 
entre les percussions et les quantités de mouvement 
perdues par les différents points. 



CHAPITRE [V. 



Théorèmes généraux. 



175. Nous allons démontrer que les théorèmes 
généraux que nous avons obtenus pour le mouvement 
d'un point unique s'étendent au mouvement d'un 
système matériel. Ces théorèmes peuvent se déduire 
comme conséquences du principe de d'Alembert. 



Théorème du mouvement 
du centre de gravité. 



176. Considérons un système matériel libre dans 
l'espace, et soient m la masse d'un point quelconque 
de ce système, a?, y, ^ les coordonnées de ce point, 
X, Y, Z les composantes suivant les axes de la résul- 
tante des forces extérieures pour ce point, Yj, Yj, Z, 
les composantes de la résultante des forces intérieures 
suivant les mêmes axes. Nous aurons pour le point m 
rendu libre les équations du mouvement : 
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Nous aurons trois équations analogues pour chacun 
des points du système. En ajoutant membre à membre 
les équations relatives aux mêmes axes pour tous les 
points du système, il vient : 

Sm^ — SZ + SZi. 

Or, les forces intérieures étant deux à deux égales 
et de sens contraires, leurs composantes suivant les 
axes sont deux à deux égales et de signes contraires. 
On a donc : 

SXj »= 0, £Y, = 0, SZ^ = 0, 
et, par suite, 

17 



— 258 — 

Dans ces équations X, Y, Z désignent les composantes 
de toutes les forces extérieures ^ y compris les forces 
de liaisons quand elles sont extérieures (réactions des 
appuis, s'il y en a, etc.). 

Comme on peut prendre pour axe des œ une droite 
quelconque de l'espace, la première des équations (2) 
nous donne le théorème suivant : 

Théorème. — Dans un système matériel en mouve- 
ment^ à un ifistant quelconque^ la somme algébrique 
des projections des forces effectives de tous les points 
du système sur un axe quelconque est égale à la somme 
des projections des forces extérieures sur ce même a^e. 

177. Remarque I. — Il est bon d'observer que 
l'on obtiendrait immédiatement les équations (2) par 
l'application du principe de d'Alembert au système 
matériel libre : ce sont les trois premières des six 
équations qui expriment l'équilibre de ce système 
sous l'action des forces extérieures et des forces 
d'inertie. 

Remarque IL — On peut trouver les équations (2) 
au moyen des équations de Lagrange, en donnant au 
système un mouvement élémentaire de translation. 
Cette translation sera compatible avec les Maisons 
du système, puisque le système est supposé libre. 

Dans ce cas, tous les Ss sont égaux, et, par consé- 
quent, tous les Sx sont égaux, ainsi que les iy et les $z^ 
et l'équation de Lagrange nous donne : 

-2:(x-m5) + Bs,i:(Y-m^) 



+ ^'^ (z - "^ S) = 0- 



— 259 — 

Or, le déplacement de translation es étant arbitraire, 
cette équation doit être vérifiée quels que soient 
dXy iy, 3^ ; on a donc : 



^(^--S)=«' 



ce sont les équations (2). 

Remarque III. — Nous pouvons encore observer que 
ces équations (2) sont aussi les trois premières . des six 
équations qui expriment l'équilibre des forces perdues. 

178. On peut donner aux équations (2) une autre 
forme. A cet effet, soient M la masse totale du système, 
^1' y\y ^i l^s coordonnées de son centre de gravité 
à l'époque t, nous aurons (I, n*" 323) : 



M = Sm, Ma?i = Smo?, My^ == Smy, M^i = Hmz ; 



d'où : 



^W'^^'^Tr ^W^'^'àr ^Ht^^'^Tt' 

^-s^-^w^ ^it^'-^J^ ^ni—^'^dr 
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par suite, les équations (2) nous donnent les suivantes : 

M^-SY, (3) 

Or, ces équations (3) sont précisément (n** 13) les 
équations différentielles que l'on obtiendrait pour 
le mouvement d'un point matériel libre, qui aurait une 
masse M, dont les coordonnées seraient œ^, y^, z^, 
et qui serait sollicité par une force dont les composantes 
seraient SX, SY, SZ, c'est-à-dire par une force égale 
à la résultante des forces extérieures transportées en 
ce point. On a donc le théorème suivant qui est 
le théorème du mouvement du centre de gravité : 

Théorème. — Dans tout système matériel en mouve- 
ment, le centre de gravité se meut comme si toute 
la masse du systè^ne était concentrée en ce point, 
et si toutes les forces extérieures y étaient transportées 
parallèlement à elles-mêmes. 

Il résulte de là que tout ce que nous avons dit 
du mouvement d'un point matériel est applicable au 
mouvement du centre de gravité d'un système matériel. 

179. Cas particulier. — Si l'on a : 



SX — 0, 2Y = 0, SZ = 0, 



il vient : 



^F"^^^ Ht^^^^ li^"^' 
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On en tire : 



dx^ dy. , dr 



dt ^' dt ^' df^^' 
0?! = c^ + c^, y^ «= c'< + c'i, z^ = C'Y + c'\. 

On en conclut que, dans ce cas particulier, le mouve- 
ment du centre de gravité est rectiligne et uniforme. 
C'est ce qui arrivera lorsqu'il n'y a pas de forces 
extérieures^ ou lorsque ces forces sont telles que, 
transportées à chaque instant en un point quelconque 
de Vespace, elles s'y feraient équilibre. Dans ces deux 
cas, le centre de gravité du système ne peut avoir 
qu'wn mouvement rectiligne et unifor^ne. Comme cas 
particulier, ce mouvement peut être nul, et le centre 
de gravité restera immobile. 

180. Application. — Le cas particulier que nous 
venons d'examiner se présente quand les forces qui 
sollicitent le système se réduisent à des attractions 
mutuelles égales et de sens contraires, comme, par 
exemple, dans le système solaire. Ce système est 
composé du Soleil, des planètes, des satellites et d'une 
multitude d'autres corps ; tous ces corps exercent les 
uns sur les autres des attractions égales et de sens 
contraires. Les forces extérieures qui agissent sur ce 
système, libre dans l'espace, sont les actions qui 
émanent des autres systèmes (étoiles fixes). Or, à cause 
du grand éloignement des étoiles fixes, on peut consi- 
dérer ces actions, c'est-à-dire les forces extérieures 
comme négligeables. Le système solaire est alors un 
système matériel libre qui n'est soumis qu'à des forces, 
intérieures. Par conséquent, son centre de gravité est 
ou immobile^ ou animé d'un mouvement rectiligne et 
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uniforme. On a constaté que le système possède 
un mouvement qui l'entraîne dans la direction de la 
constellation d'Hercule. 

Remarque I. — Il résulte des équations (3) que 
les forces intérieures qui existent entre les différents 
points du système, ou celles qui viendraient à prendre 
naissance pendant le mouvement, sont sans effet sur 
le mouvement du centre de gravité qui se meut 
seulement sous l'action des forces extérieures. Ainsi, par 
exemple, les chocs, les explosions, les réactions molé- 
culaires, les combinaisons chimiques qui peuvent 
se produire dans le système, ne troublent pas le 
mouvement du centre de gravité. Si celui-ci est 
primitivement en repos, et qu'aucune force extérieure 
n'agisse sur le système, le centre de gravité restera 
en repos. C'est en cela que consiste le principe de la 
conservation du mouvement du ce^itre de gravité. 

Remarque II. — Lorsque le système considéré n'est 
pas libre, on devra introduire au nombre des forces 
extérieures les réactions des obstacles, et le théorème 
du mouvement du centre de gravité sera encore vrai 
dans ces conditions. Mais, conmie les réactions sont des 
forces inconnues, le théorème ne fournit plus le moyen 
de déterminer isolément le mouvement du centre de 
gravité. 
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Tliéorème des quantités de mouvement^ 



181. Si nous reprenons les équations (2), on peut 
les mettre sous la forme suivante : 



■^ Hmvx = SX, 



■^ Sm^y = SY, (4) 



dt 



"Smvz = SZ. 



Or , mvx y mvy , mvz sont les composantes de la 
quantité de mouvement du point m. En considérant 
les quantités de mouvement comme des forces (n*" 17), 
et les transportant à l'origine 0, les expressions 
ILmvx'i ^Siïïivy^ Xmvz sont les composantes de la force 
résultante des quantités de mouvement transportées au 
point 0. Or, si Ton représente cette résultante par une 
droite OV, et par ^, /i, Ç les coordonnées de l'extrémité V 
de cette droite, ces coordonnées seront respectivement 
égales aux projections de OV sur les axes, c'est-à-dire 
aux composantes de la force résultante des quantités 
de mouvement. On a donc : 
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et les équations (2) deviennent alors les suivantes : 



^-SY. (5) 



dt ^' 



Mais, si Ton imagine un point mobile, coïncidant 
avec le point V, les composantes de la vitesse de ce 

point sont -^t -^i ^. D'autre part, SX, SY, SZ sont 

les composantes de la résultante OR des forces 
extérieures transportées au point 0. Les équations (5) 
nous donnent le théorème suivant : 

Théorème. — Bans un système matériel en mouve- 
menty si Von détennine à un instant quelconque la 
résultante OV des quantités de mouvement de tous 
les points du système^ et la résultante OR des forces 
extérieures pour une même origine 0, cette seconde 
droite OR représentera^ en grandeur et en direction^ 
la vitesse du point V extrémité de la première. 

182. L'équation : 

•^ ILmVx = SX, 

nous donne, en intégrant, et désignant par {v^^^ la 
valeur de Vx pour ^ «= : 



"Lmvx — ^m{Vx)o - ^f^dt. 



o 
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Cîomme on peut prendre pour axe des x une droite 
quelconque, on aura le théorème suivant : 

Théorème. — U accroissement total de la somme 
des quantités de mouvement du système projetées sur un 
axe fixe quelconque^ pendant un temps quelconque^ 
est égal à la somme des impulsions totales des forces 
extérieures projetées sur cet axe pendant le même 
temps. 

183. Cas particulier. — Si l'on a : 



SX = 0, SY««0, EZ = 0, 



il vient : 



^mvx = c, ^mvy «= c', ^mvz — d\ 



Ces équations nous donnent le théorème suivant : 

Théorème. — Lorsque les forces extérieures qui 
sollicitent un système matériel sont nulles à chaque 
instant^ ou telles qvHétant transportées parallèlement 
à elles-mêmes en un point 0, elles s^y feraient équilibre, 
la somme des projections des quantités de mouvement de 
tous les points du système sur un axe fixe quelconque 
est constante pendant toute la durée du mouvement. 

Par conséquent, la résultante des quantités de 
mouvement de tous les points du système transportées 
parallèlement à elles-mêmes en un point quelconque 
reste constante en grandeur et en direction pendant 
toute la durée du mouvement. C'est le principe de la 
conservation de la quantité totale de mouvement. 
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Théorème des moments 
des quantités de mouvement. 



184. Reprenons les équations (1), multiplions la 
troisième par y, la seconde par z, et retranchons. 
Nous aurons : 



^^(2^S-"^lfO^(^y-^''>+(^^y-^^^'' 



faisant la somme des équations analogues pour tous les 
points du système, il vient : 



^"^^ {y ^-^ ?f ) =^(2y -^'^> + ^ (Ziy - Y,^)- 



Or, les forces intérieures étant deux à deux égales 
et directement opposées, la somme de leurs moments 
par rapport à un axe quelconque est nulle ; par consé- 
quent, 

S {Z,y - Y\z) = 0, 



et l'équation précédente nous donne : 
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Sm(y§-.^^) = 2:(Zy-Y.); 



de même. 



(6) 






Les seconds membres des équations (6) ne renferment 
que les forces extérieures : ce sont les sommes des 
moments des forces extérieures par rapport aux trois 
axes coordonnés. D'autre part, l'expression : 









est la somme des moments des forces eflTectives des 
différents points du système par rapport à l'axe des œ. 
D'ailleurs, comme on peut prendre pour axe des x 
une droite quelconque, on a le théorème suivant : 

Théorème. — Dans tout système matériel en onouve- 
ment^ la somme des moments des forces effectives de 
tous les points du système par rapport à un axe 
quelconque est^ à chaque instant, égale à la somme 
des moments des forces extérieures par rapport au 
m,ême axe. 

185. Remarque I. — On pouvait obtenir les équa- 
tions (6) par l'application du principe de d'Alembert 
au système matériel libre : ce sont les trois dernières 
des six équations qui expriment l'équilibre de ce 
système sous l'action des forces extérieures et des 
forces d'inertie. 
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Remarque IL — D'ailleurs, ces équations (6) peuvent 
aussi se déduire de l'équation de Lagrange, en donnant 
au système un ^nouvement élémentaire de rotation 
autour de l'origine 0, cette rotation étant compatible 
avec les liaisons du système, si celui-ci est libre. 
On a alors : 

5a? -= zoq — y5r, 
oy «=a xor — zop^ 



Zz =a ySp — â7og ; 

en substituant dans l'équation de Lagrange, et égalant 
à zéro les coefficients des variations ip, iq, Jr, lesquelles 
sont arbitraires, on obtiendra les équations (6). 

186. Si nous reprenons maintenant les équations (6),. 
on peut les mettre sous la forme suivante : 



-^ Sm {ycz — z^^ ^^{jAi — Yz), 
-^ Em {xvy — yvx) «= S (Yo? — Xy). , 



Or, en considérant les quantités de mouvement 
comme des forces, et les transportant à l'origine 0, 
les expressions S^n (yr« — zvy) , 2m {zvx — arotj , 
Swz {ocvy — yvx) sont les couples composants du couple 
des quantités de mouvement. 



j 
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Si nous désignons par OK Taxe du couple résultant 
des quantités de mouvement, et par ?, >?, Ç les 
coordonnées de l'extrémité K de cet axe, ces coordon- 
nées seront respectivement égales aux projections de 
OK sur les axes, c'est-à-dire aux couples composants 
du couple des quantités de mouvement. Nous aurons 
donc : 

et les équations (7) nous donnent les suivantes : 



§ = S(X.-Z^). 



On en conclut le théorème suivant : 

Théorème de M. Resal. — Dans tout système 
matériel en mouvement^ si Von détermine pour un 
instant quelconque Vaœe OK du couple résultant des 
quantités de mouvement de tous les points du système^ 
et Vaœe OG du couple résultant des forces extérieures, 
pour une même origine 0, cette seconde droite OG 
représentera en grandeur et en direction la vitesse 
du point K extrémité de la première OK. 

187. Cas particulier. — Si la somme des moments 
des forces extérieures par rapport à l'axe des x est 
nulle pendant toute la durée du mouvement, on aura : 

S(Zy-Y^)«0; 
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par suite, 



Sm (yvz — zvy) = 0, 



dt 



ou bien : 



2m (yVz — zvy) = const. 



D'ailleurs, comme on peut prendre pour axe des ar 
une droite quelconque, on a le théorème suivant : 

Théorème. — Si la somme des moments des forces 
extérieures par rapport à un axe fixe est constamment 
nulle (ou si Vaxe du couple résultant des forces 
extérieures est constamment normal à une droite fixe)^ 
la somme des moments des quantités de mouvement de 
tous les points du système par rapport à cette droite 
reste constante pendant toute la durée du mouvement. 

188. Supposons maintenant que les forces données 
se réduisent à des forces intérieures (actions mutuelles), 
ou à des forces dirigées vers un centre fixe pris pour 
origine, ou à des forces qui se réduisent à une force 
unique passant par l'origine ; en général, que Vaxe du 
couple résultant des forces extérieures soit nul à chaque 
instant. Nous aurons : 

S \Zy — Y^) = 0, S (X^ — Zx) = 0, S (Y^ — Xy) « 0. 

Les équations (7) nous donnent alors : 

2m iyvz — zVy) = c", 
2m (zvx — xvg) = c', 
2m [xvy — yvx) = c. 
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<?, c\ c" étant des constantes déterminées par les 
circonstances initiales. Il en résulte que, dans ce cas, 
les projections de OK sur les axes sont constantes; 
donc, OK est constant en grandeur et en direction^ 
et l'on a le théorème suivant : 

Théorème. — Dans un système matériel quelconque^ 
lorsqu'il n'y a pas de forces extérieures^ ou lorsque 
Vaxe du couple résultant de ces forces pour une 
origine est constamment nul^ Vaxe du couple résultant 
des quantités de mouvement de tous les points du 
système pour ce même point est constant en grandeur 
et en direction pendant toute la durée du mouvement. 
En d'autres termes, la sornm^ des moments des quantités 
de mouvement par rapport à une droite quelconque 
passant par ce point reste constante pendant toute 
la durée du mouvement. 

C'est en cela que consiste le principe de la conser- 
vation des moments des quantités de mouvement, 

189. Remarque. — Le théorème des moments des 
quantités de mouvement subsiste encore lorsque, au lieu 
de rapporter le mouvement du système à trois axes 
fixes, on le rapporte à des axes mobiles de direction 
constante passant par le centre de gravité du système. 

En effet, soient Go?', Gy\ Gz^ trois axes rectangulaires 
menés par le centre de gravité parallèlement aux axes 
fixes, a?i, yp ^1 les coordonnées du centre de gravité 
par rapport aux axes fixes, x\ y\ z' les coordonnées 
d'un point m du corps par rapport aux axes mobiles ; 
nous aurons : 

x^x^-r oc;\ y = y^+y', z = z^-\- z'. 

Par suite. 
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^(^5-^^)-^^.+^ 






_„.+^*ft^i. 



ou bien : 






+ ^(^'W-^^) 



Mais, Torigine des coordonnées af^ y, js' étant au 
centre de gravité, on a (I, n** 328) : 

I,mx' = 0, Swiy* — 0, lansf — 0, 



d'où : 






et il vient alors : 
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D'autre part, on a aussi : 

S (Zy - Yz) = X [Z (ij, + y) - y (z, + z')] 

= y , 2Z ~ ^, SY + V (Zy - Y^'). 

Substituant dans la premiore dos ('équations (G), 
et ayant égard aux équations (3), il vient : 

Or, cette équation ne diffère de la première des 
équations (G) que par la substitution de œ\ y\ z^ à x, y, z. 
Il en serait de même des équations que Ton obtiendrait 
au moyen des deux autres équations (G). On ol)tient 
donc par rapport à des axes mobiles du centre de 
gravité trois équations analogues à celles que l'on 
obtient par rapport à trois axes llxes de l'espace. 
Il résulte évidemment de là que toutes les consé- 
quences que nous avons tirées de ces équations (G) 
se maintiennent quand on rapporte le mouvement 
à des axes mobiles passant par le centre de gravité. 
Par conséquent, le théorème des momeitts des quantités 
de mouvement subsiste par rapport au centre de 
gravité. 
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Théorème des aires. 



190. Le théorème des moments des quantités de 
mouvement donne lieu à une interprétation géométrique 
remarquable. 

On sait que l'expression : 



dy dx 



est égale au double de la dérivée par rapport au temps 
de l'aire kz décrite par la projection du rayon vecteur 
sur le plan des œy, l'aire étant positive quand le rayon 
vecteur se meut des x vers les y. 

Il en résulte que, si l'on a à chaque instant du 
mouvement : 



S (Yx — Xy) — 0, 



l'équation : 



Swi (xvy — yvcc) = c, 



nous donnera la suivante : 



^ dkz c 
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et, par conséquent, 



SmA^=|^, 



en supposant que les aires Az soient nulles pour ^ = 0. 
On a donc le théorème suivant : 

Théorème. — Si la somme des mo7nents des forces 
extérieures par rapport à un axe fixe passant par 
Vorigine des rajfons vecteurs est C07istamment nulle, 
la somme des produits que l'on obtient en multipliant la 
masse de chaque point matériel par Vaire que décrit 
la projection de son rayon vecteur sur un plan perpen- 
diculaire à cet axe varie proportionnellement au temps. 

191. Si l'on a en même temps les trois équations : 
S (Zy — Y.3:) -= 0, S (X^ — Zx) = 0, S (Y^ — Xy) = 0, 

ce qui arrivera lorsqu'il n'y a pas de forces extérieures, 
ou, en général, lorsque le couple résultant de la 
translation de ces forces à l'origine est nul à chaque 
instant, nous aurons la même propriété pour chacun 
des trois plans coordonnés. Elle aura donc lieu pour 
un plan fixe quelconque, et nous aurons le théorème 
suivant : 

Théorème* — Lorsque dans un système matériel 
en mouve'inent, il n'y a pas de forces extérieures, ou 
lorsque Taxe du couple résultant de ces forces relatif 
à une origine quelconque est nul, la somme des produits 
que Von obtient en multipliant la masse de chaque point 
TTmtériel pwr Vaire décrite par la projection de son 
rayon vecteur sur un plan fixe quelconque variera 
proportionnellement au temps^ 
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Cest on cola (|ue consiste le théorème des aires, 
ou le principe de la conservation des aires. 
On a alors les équations (n" 188) : 

., / dx dz\ 
^, / dy dx\ 

On les appelle les intégrales des aires. 

Il est bon de renianj[U(T ici que, s'il arrive des chocs 
entre les différents corps du système, ou des explosions, 
ces trois dernières équations ne seront pas modifiées, 
puisque ces phénomènes introduisent des forces égales 
et de sens contraires qui disparaissent dans les équa- 
tions (()) {\f 184). 



Plan du maximum des aires. 



192. Supi)OSons unsystèmcî satisfaisnnt aux conditions 
énoncées ci-dessus {\f 191), c'(»st-à-dire tel que Taxcî 
du couple résultant des forces extérieures soit nul, 
et considérons les aires élémentaires décrites dans 
l'espace pendant un élément de t(nnps par les rayons 
vecteurs qui joig-nent le point aux divers points du 
système ; les projections de ces aires sur un plan sont 
l(^s aires décritc^s dans ce même temi)s par les rayons 
vecteurs des projections des points sur ce plan. 
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Soient dkx, dky, dXz les projections d'une de ces 
aires élémentaires sur les plans coordonnés, menés par 
le i)oint ; la [)rojection de cette aire sur un plan P 
faisant des angles a, jS, y avec les plans coordonnés sera 
donnée par la fornmle : 

dAp == dAff^ . cos a + rfAy . ces [3 + dXz . ces y, 
de la(|iielle on tire, en intégrant : 

Ap = Ax cos a + A^j cos |3 + Az cos y ; 
par consé([iient, 

l;>?.Ap = cos a ï;2iA^ + cos [3 X;??.Ay + cos y lînAs. 

Or, dans le cas particulier que nous avons examiné 
(n" 191), on a (n^ 188) : 



&' c' c 



par suite, 

":LmAp = ,j t [c' cos a + c' cos ,3 + c cos y). 

Dans cette équation le coetïicient de t est constant, 
lorsque le plan P est donné : cette formule est conforme 
au théorème énoncé plus haut (n"" 191). 

193. On peut d'ailleurs mettre cette équation sous 
la forme suivimte : 

1 Id^ d c \ 

SmAp = ^ ht ( ^ cos a + -^ cos ? + ^ cos y j , 
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en posant : 



* -= l/d^ + c'* + c"*. 



Or, on peut considérer y» -r» -t comme les cosinus 

des angles que fait avec les axes coordonnés une 
certaine droite 01, dont la direction est, par conséquent, 
indépendante de la position du plan P. Si donc nous 
imaginons un plan û perpendiculaire à cette droite 01, 
la position de ce plan est indépendante de la position 
du plan P, et en désignant par l'angle qu'il fait avec 
le plan P, on a : 



cos G = pcos a + y cos p + -T cos Y ; 



par suite, 



SmAp = ^ ft^cosG. 



Donc, la somme des produits que Von obtient en 
multipliant les masses des différents points matériels 
par les aires correspondantes décrites sur le plan P, 

est égale au produit de ^ kt par le cosinus de Vangle 

que fait le plan P avec le plan fixe û. 

194. La quantité k étant indépendante de la position 
du plan P, on voit que SmAp sera maximum lorsque 
l'an aura 6 « 0, c'est-à-dire quand le plan P coïncidera 
avec le plan 12 ; on aura alors : 



SmAp = 2 *'• 
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Donc, il existe un plan fixe tel que la somme des 
aires décrites pendant un temps quelconque par les 
projections des rayons vecteurs des différents points 
sur ce plan y multipliées par les masses de ces points ^ 
est plus grande que pour tout autre plan de projection. 

Ce plan est toujours le même, quel que soit le temps 
écoulé. On l'appelle le plan du maximum des aires : 
c'est le plan invariable de Laplace, Sa position est 
•déterminée par les formules : 



COS /. =« ^ , COS a == 



i/c^ + C* + c"2 ' ^ l/d" + c'2 + c"2 



c 

cosu = 



l/c^ -T C'2 + c"« ' 

il coïncide donc avec le plan du couple résultant des 
quantités de mouvement, et il a pour équation : 

c"x 4- c'y + cz — 0^ 

Remarque. — Il est évident que le théorème des 
aires subsiste, comme celui des moments des quantités 
de mouvement, dans le mouvement relatif du système 
autour du centre de gravité. 
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Théorème des forces vives. 



195. Nous avons vu, dans le mouvement d'un point 
matériel libre (n^* 38), que raccroissement de force vive 
d'un point matériel pendant un certain temps est égal 
au douille du travail de la force ïnotrice (ou de la 
résultante des forces appliquées) pendant ce temps. 
D'après cela, l'équation différentielle des forces vives 
pour un point matériel lihre est : 



^ drnv^ = Xdx + Ydi/ + Idz. 



Or, dans un système matéric^l, nous pouvons consi- 
dérer chacun des points comme lil)re, et sollicité par 
toutes les forces extérieures et intérieures. Nous pouvons 
alors appliquer à cliacun de ces points rendu li)>re le 
théorème que nous venons de rapi)eler, et nous aurons, 
pour le système, l'équation : 

\ dï.mv^ = S {Xdœ + Ydy + Zdz), 



dans laquelle X, Y, Z sont les composantes de 
l'une quelconque des forces extérieures ou intérieures. 
Le signe 2 du premier membre se rapporte à tous les 
points du système, celui du second membre ri toutes 
les forces. 
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En intégrant, on a : 



t 



o 



Observons (iiie le second membre renferme toutes les 
forces extérieures et intérieures, y compris les forces 
(jui tiennent lieu des liaisons. 

Nous appellerons force vice totale du système, 
la somme des forces vives des différents points de ce 
système, et nous aurons le théorème suivant, qui est 
le théorème des fo7'ces vives : 

Théorème. — Uacci-oissement de la force riv>e totale 
d'un sijstèrne matériel en mouvement j^endant un temps 
donné est égal au double de la somme des travaux 
de toutes les forces tant intérieures qu'extérieures qui 
agissent sur les différents poi^its du système penda^yi 
ce temps. 

196. Remarque. — (Jbservons ici que, si certains 
points sont assujettis à se mouvoir sur des surfaces ou 
sur des cour])es fixes sans frott(/ment, le travail des 
réactions normales est nul. 

Nous dc^vons enc.'orcî reman^uer que les forces inté- 
rieures ne disparaissent pas d'elles-niémes dans le 
théorèine des forces viv(»s comme dans les autres 
théorèmes gx'^néraux. Nous savons en effet (I, \f 379), 
(|ue la somme des travaux élémentaires des deux forces 
ég-ales et de sens contraires qui se dévelo})pent entre- 
deux points mat('Ti(ds, n'est égale à zéro ([ue si la 
distance de ces deux points ne varie i)as. Par consé- 
quent, la somme des tnivaux des forces intérieurc^s 
d'un système est, en général, différente de zéro, et cette 
somme entrera dans l'équation des forcées vives. 
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197. On peut encore obtenir le théorème des forces 
vives en s'appuyant sur le théorème de d'Alembert. 
Nous avons vu que ce théorème nous donne l'équation 
suivante : 



I][(^-"^S)^+(^-"^S)^^ 



+(^--S)H'=^' 



dans laquelle X, Y, Z désignent les composantes de 
toutes les forces qui agissent sur le système, à l'exception 
des forces qui tiennent lieu des liaisons, $œ, dy, Sz,... 
devant être compatibles avec ces liaisons. 

Nous avons vu (n° 165) que, si les équations de 
liaisons ne renferment pas explicitement le temps, 
le déplacement effectif sera un déplacement compatible 
avec les liaisons du système, et l'on pourra poser : 

Zx = dœ, ùy =Bs dy, oz « dz^ ... 
L'équation de Lagrange nous donne alors : 



+ (z_m||)rfz] = 0. 



ou bien : 



Sm ^ ;^^,-^ »= S [Xdœ + Ydy + Zdz\^ 



— 283 — 

et, en intégrant, 



1 1 / 

^ Sm^2_ ^ ^77iVq^ = S / (Xdœ + Ydy + Zdz). 



C'est Xéquation des forces vives dans le cas où les 
liaisons ne renferment pas explicitement le teynps. 
Le second membre de cette équation ne renferme que 
les forces qui agissent sur le système (y compris les 
forces intérieures), à Texclusion des forces de liaisons. 

Ainsi donc, dans le cas où les liaisons ne renferment 
pas explicitement le temps, l'équation des forces vives 
ne renferme pas les forces de liaisons. 

198. Si, au contraire, une ou plusieurs des équations 
de liaisons renfermaient explicitement le temps, le 
déplacement réel ne serait pas compatible avec les 
liaisons : le calcul que nous venons de faire n'est plus 
applicable. Pour que l'on puisse identifier le déplace- 
ment réel à un déplacement virtuel, il faudrait que 
les Sx, dy, 3z,... ftissent complètement arbitraires. 

Or, il est possible de donner à l'équation de Lagrange 
une forme telle que les $x, $y, iz,...j soient tout à fait 
arbitraires. 

En effet, si nous désignons par Xj, Y,, Z^ les 
composantes de la force totale, résultante des forces 
extérieures, des actions mutuelles et des forces tenant 
lieu des liaisons, pour le point m, nous aurons 
l'équation : 



+(^'-^5)H"='- 
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On ol)ticnt cette équation de la manière suivante : 
le point m pouvant être considéré comme libre sous 
Faction de la force Xj, Yj, Z^, on a pour ce point : 



'Z 



d^x _ dHf _ dh 



on ol)tient des équations analogues pour chacun des 
points du sj'stéme rendu Iil)re. Or, en multipliant 
chacun des groupes par èx, Sy, dz et ajoutant, 
on trouve l'équation précédente. 

Cela posé, si, dans cette équation où les $x, (î//, Sz,.,, 
sont arbitraires, on remplace . c^^r, r^i/, Sz,... par 
dx, dij, dz,..., on aura ré([uation : 



^ dxd'X + df/d-y + dzd-z ^ .^^ 7 . a- 7 ■ rz ^ , 



Ce sera Yéquation différentielle des forces vives. 

199. On pourra stq)arer dans le second membre les 
termes qui se rapportent aux trois espèces de forces. 
En désignant par X, Y, Z les composantes de la forc(^ 
extérieure au point m, par X', Y', Z' les composantes 
de la force qui tient lieu des liaisons, les termes du 
second membre qui se rapportent à ces deux espèces 
de forces seront : 

1 (Xdx + Xdy + "^dz), et S [X:dx + Y'rfy H- Z'dz), 

D'autre part, si l'on désigne par mm'f{r) les actions 
mutuelles exercées entre les deux points m et m\ 
ces forces étant appliquées l'une en m, l'autre en m\ 
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le travail (Uémcntairc de raction mutuelle de ces deux 
molécules sera — mm' f(^r)clr \ dom% la somme des 
travaux des actions mutuelles sera : 






et nous aurons pour l'intégrale des forces vives : 



I I.mv''~ Sm^o' = y] f(Xdx + \dy + Zdz 



a 



c 

+ V foCdx + Ydy + T^d. 



o 



T. 

— ^min' I fir) dr. 



o 



200. Lorsque les liaisons sont indépendantes du 
temps, 1(^ second terme du secoiid membre est nul, 
parce qu'il correspond à des forces ([ui sont normales 
aux chemins réellement parcourus (n"^ 164 et 165), 
(ît l'on a aloi'S l'équation : 

I S/nt^^ — \ Ziavo^ = V fiXdx + \dy + Zdz) 

G 

t 

— yinim' I f (r) dr. 



o 



C'est l'équation que nous aurions trouvée par le 
premier procédé (n"^ 197), si nous avions séparé dans 
l'équation les termes correspondant aux forces exté- 
rieures et ceux qui correspondent aux forces intérieures. 
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201. Reprenons l'équation des forces vives sous la 
forme (n** 197) : 

t 
i Imv^ — i ILmv^^ = V fçLdx + Ydy + Zdz), 



en supposant que les liaisons ne renfeinnent pas 
explicitement le temps. Nous savons que, dans ce cas, 
X, Y, Z sont les composantes de l'une quelconque des 
forces intérieures ou extérieures du système ; d'ailleurs, 
le signe S du premier membre se rapporte à tous les 
points du système, et celui du second membre à toutes 
les forces extérieures et intérieures. 

Supposons qu'il existe une fonction de force U^ 
ne renfermant pas explicitement le temps, c'est-à-dire 
une fonction dont les dérivées partielles prises par 
rapport aux coordonnées x, y, z d'un point soient 
égales aux composantes X, Y, Z de la force appliquée 
en ce point; en d'autres termes, supposons que la 
quantité 2 ÇLdx -f Ydy 4- Zdz) soit la différentielle 
exacte d'une fonction U. Nous aurons alors : 

ILmv^ — Smi?o* = 2D — 2Uo, 
ou bien : 

h étant une constante. Cette équation s'appelle V intégrale 
des forces vives : on dit alors que Yintégrale des forces 
vives existe. On peut la mettre sons la forme : 
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c'est une intégrale première des équations du mouve- 
ment. Nous aurons le théorème suivant : 

Théorème. — Dans un système soumis à des liaisons 
indépendantes du temps, et pour lequel il existe une 
fbnclion de force également indépendante du temps, 
la force vive du système est égale au double de la 
fonction de force augmentée d'une constante. 

Ce théorème a été énoncé pour la première fois par 
Daniel Bernoulh. 

202. On voit que, dans ce cas, la force vive du 
système ne dépend que des coordonnées des différents 
points. Si, à deux époques différentes, les points du 
système repassent par les mêmes positions, la force 
vive à ces deux époques reprend la même valeur : 
elle est indépendante des trajectoires des différents 
points entre ces deux époques. 

C'est en cela que consiste le principe de la conser- 
vation des forces vives. Il a lieu lorsqu'il existe une 
fonction de force. Le mot conservation se rapporte 
à cette indépendance de la forme du chemin parcouru, 
ou, ce qui est la même chose, des équations de 
condition, puisque la forme du chemin parcouru dépend 
des équations de condition. 

C'est ce qui arrivera lorsque le système n'est sollicité 
que par des actions mutuelles (forces attractives ou 
répulsives) égales et de sens contraires, et fonctions 
des distances mutuelles. En effet, on a alors pour deux 
points : 

Xdx + Ydy + lÂz + X'rf^r' + Ydy' + 11 dz' = — mm' f[r) dr, 

et l'équation des forces vives nous donne : 

t 
^ I^mv^ — p S^^^o^ = — ^^ / ^^w'/*M dr. 

o 
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C'est ce qui arrivera encore lorsque les forces 
extérieures sont des forces attractives ou . répulsiTes 
dirigées vers des centres fixes, ces forces étant des 
fonctions des distances aux centres fixes. Car, on a 
alors, comme nous l'avons vu (n** 50) pour chacune 
de ces forces : 

^dx + Ycly + Zdz = — F (r) dr, 

expression qui est une différentielle exacte. 

203. Re[)renons encore ré(iuation des forces vives 
(n° 195), et distinguons dans le second membre les 
termes relatifs aux forces extérieures et ceux qui se 
rapportent aux forces intérieures ; nous aurons : 

l yimv' — l yimvo* = tbFe + S^F^ 



Or, on a : 



:^Fî = — y] fmm'f{r) dr, 



u 



ou bien, en posant : 

f{r) dr = d(f (r), 
il vient : 



_^ ! 1 



o 



Mais, la fonction 9 (r) étant évidemment une fonction 
des coordonnées x^ y, z, x\ y\ z^ des deux points m 
et m', nous pourrons poser : 
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Sm?;^'q^(r) = Il [œ, y, z, x\ y\ z\ ...), 



et nous aurons : 

YADYi=^--\V[x,y,z,x\y\z\.,)-\'XV[Xç,,y^,Zç,,x\,y\,z\,,.>i 

en désignant par H^ et n les valeurs de la fonction II 
aux deux époques et t. 
L'équation des forces vives est alors : 

I Smi;« — ^ ^mt\^ = ^Ye + n^ — 11. 

204. Remarque I. — La fonction II ne varie pas 
lorsque les distances r restent constantes : c'est ce 
qui arrivera pour un corps solide en mouvement ; 
par conséquent, pour un corps solide en mouvement 
et soumis à l'action de forces extérieures, nous aurons : 

Donc, Vaccroisseynent de la force vive totale d'un 
solide pendant un certain temps est égal au double 
de la somme des travaux des forces extérieures 
pendant ce temps. 

En particulier, si aucwie force extérieure n'agit sur 
le corps solide en mouvement, sa force vive totale reste 
constante. 

205. Remarque IL — Si un système matériel se 
déforme pendant le mouvement, mais en repassant 
périodiquement par la même figure après des intervalles 

19 
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de temps déterminés, la fonction II — 11^ sera nulle, 
si les temps et ^ correspondent au commencement 
et à la fin de ces intervalles, et nous aurons encore 
l'équation : 

On a donc le théorème suivant : 

Théorème. — Quand un systè'ine matériel quelconque 
en mouvement reprend la 7nême figure après des infer- 
valles de temps déterminés, la variation de la force 
vive totale pendant un de ces intervalles est égale au 
double de la somme des travaux des forces extérieures 
pendant ce temps. 

En particulier, s'il n'y a pas de force extérieure, 
la force vive totale reprend la même valeur chaque fois 
que le système reprend la même figure. 

206. Remarque III. — Le théorème exprimé par 
l'équation : 

I i:mv^ — ^ Smî;o* — S^F^ + IIo — n, 

peut être énoncé sous une forme qu'il est utile de 
connaître. 

Nous appellerons énergie actuelle d'un système la 
demi somme des forces vives de tous ses points 
à un instant donné : nous la désignerons par T; 
énergie potentielle la quantité II dont la diflférentîelle 
prise en sipfne contraire mesure la somme des 
travaux élémentaires des forces intérieures (n* 203). 
Nous appellerons énergie totale d'un sjrstème la somme 
de son énergie actuelle et de son énergie potentielle. 
Ces dénominations sont dues à M. Rankine. 



— 291 — 
L'équation ci-dessus nous donne : 



} I,mv^ + n) - g ^mv* + n,) = S^p„ 
ou bien, en posant \ £m»* = T, • 

(T + n) - (T„ + n») = 2^F,. 

On en conclut que, dans tout système matériel en 
mouvement, la variation de Vénergie totale pendmt 
un certatn^temps est égale à la somme des trarnuœ dZ 
forces extérieures pendant ce temps. 

En particulier, si aucune force extérieure n'agit sur 
le système, on a : ^ "^ 

(T + n) = (T, + U,). 

Or, le second membre de cette équation étant 
indépendant de t, il en résulte que le premier meS 
est coûtant. Donc, Vénergie totale d^un système 

Si l'on considère l'univers comme un système de 
points matériels soumis exclusivement à leurs actions 
mutuelles on conclut du théorème précédent que 
l énergie totale de Vunivers est une quantité constante. 

207. Il est Me de s'assurer que le théorème des 
forces vives a heu par rapport au centre de aravUé 
comme s'il était fixe. gravite. 

Soient a; y^, z, les coordonnées du centre de cavité 
d,y, z' les coordonnées d'un point m du corps ^^ 
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rapport à trois axes menés par le centre de gravité 
parallèlement aux axes fixes. Nous aurons : 

X ==^ x^ -\- X , y = J/i ~r y » ^ ■= z^ -\- z \ 

d'où : 

- ^»' [4H 4r)' + (t + f )• + (t + f )■] 



+ 



^»' [(^)' + (^r + {^)'i 



Mais, l'origine des coordonnées x\ y\ z' étant au 
centre de gravité, on a (I, n° 323) : 

"Sl^^ix' = 0, }lmy' = 0, S??^3;' = ; 

par suite, 

dt dt dt 

Par conséquent, en désignant par V la vitesse du 
centre de gravité, par u la vitesse relative du point m 
par rapport au centre de gravité, on a : 
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Cette formule nous donne le théorème suivant : 

Théorème de Koenio. — La force vive totale d'un 
système matériel est égale à la force vive dit systmne 
par rapport à son centre de gravité^ augmentée de la 
force vive du centre de gravité où Von supposerait 
toute la 77iasse concentrée. 

D'autre part, nous avons aussi : 

2 {Xdx + Xdy + Zdz\ 

-= S [Xrf (a?i + 0?') + Yrf (y, + y') + ZC? f;?! + ^')] 

-=-• S (Xcte' + Xdy' + Zdz") + cte^SX + dy;ïX + dz^SZ. 

Mais, si l'on applique le théorème des forces vives 
au mouvement du centre de gravité (a?^, y^ z^ sous 
l'action de la force SX, SY, SZ, on a (n^ 39) : 






et, par conséquent, il vient : 



SiXcte+ Y(?y 4- Zdz) = | rfMV» + S {Xdœ' + Ydy' + Idz"!, 



* 

L'équation différentielle des forces vives (n*^ 195) : 



^ d'Lmv^ = S ÇLdx + Ydy + Zdz], 
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nous donne alors : 



^rfMV + ^cŒmw» « I rfMV^ + S pCrfa?' + Yrfy' + Zrf^); 



par suite, on a : 



I rfSmw^ = S (Xdx' + Ydy' + Zdzl 



ou bien, en intégrant, 



t 



et la propriété est démontré©. 

Remarque. — La fonction II ne dépendant que des 
distances des différents points du système, ne change 
pas de valeur quand on rapporte le système aux axes 
parallèles du centre de gravité. Il en sera donc de même 
de l'expression n^ — II du travail des forces intérieures. 
Donc, le travail des forces intérieures est le même dans 
le mouvement absolu et dans le mouveme^it relatif au 
centre de gravité. 
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Théorème de la raoindre action. 



208. Supposons un système matériel pour lequel 
l'intégrale des forces vives existe, c'est-à-dire tel que 
les équations de liaisons ne renferment pas explici- 
tement le temps, et qu'il existe une fonction de force 
ne renfermant pas explicitement le temps. Nous aurons : 

Smv» -= 2U + A. 

Considérons les différents mouvements par lesquels 
le système peut passer d'une de ses positions à une 
autre, en satisfaisant aux équations de liaisons, 
et formons pour chacun de ces mouvements la somme 



y^ I mvds 



des produits des quantités de mouvement de chaque 
point du système par les arcs élémentaires qu'il décrit 
successivement sur sa trajectoire réelle ou sur sa 
trajectoire fictive. Le théorème de la moindre action 
consiste en ce que cette somme sera un minimum pour 
le )nouve7nent effectif. 

Nous avons donc à démontrer que l'on a, pour le 
mouvement effectif: 



oV =-= 5^ / 7nvds = 0. 
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Or, on a : 



5v »= 5^ /mî?cb= ^] i iuovds + ^^1 mvZds ; 



mais, 



^ / m^vds = ^ / 7nvovdê = / dt^mvlv. 



D'ailleurs, l'équation des forces vives : 



"Lmv^ = 2U + A, 



nous donne : 



"Zmvùv = 5U = S (XSo? + Yly + Zoz) ; 



donc, 



^ fmlvds «y V(X5a? + YSî/ + 2Zz) dt. 

Pour transformer la seconde intégrale de 5V, obser- 
vons que l'équation : 



rfs« — rfa?« + dy* + di^. 



nous donne : 



fto8c?5 = dxodx + dyody + dzZdZj 



- 297 — 
d'où : 



dt ' dt ^ ^ dt 



Par conséquent, 



^fmvcd^ = ^fm § Uœ + ^fm J Zdy 



dz •> 



-•-S/'^^^^^- 



Or, on a, en intégrant par parties : 



Z/"'S^^-'^''*w^^-Z/^-^''S'^^- 



Par suite, 



av = i:,n(^8. + |s^ + gô.) 



+ 



y2;[(x-».<g)^+(Y-„.f)8, 

+ (^ - "• w) '"] *■ 



Mais, le premier terme du second membre est nul 
aux limites, puisque les positions extrêmes de chacun 
des points du système sont supposées fixes. D'autre part, 
pour le mouvement effectif, on a, en vertu de l'équation 
de Lagrange : 
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+ (z-«^)5.]-o. 



Par conséquent, pour le mouvement effectif, on a 
5V = ; or, cette condition exprime que la fonction V 
est un minimum, puisque cette fonction n'a évidemment 
pas de maximum. 



CHAPITRE V. 



Du mouvement relatif. 



209. Les propriétés du mouvement que nous avons- 
établies jusqu'ici se rapportent au mouvement absolu^ 
c'est-à-dire qu'elles supposent que le mouvement soit 
rapporté à un système de trois axes fixes dans l'espace» 

Nous nous proposons maintenant d'étudier le mouve- 
ment apparent ou relatif, c'est-à-dire le mouvement 
rapporté à un système de comparaison qui se déplace 
constamment par rapport au système fixe. 

On pourrait, pour étudier le mouvement relatif, 
commencer par déterminer le mouvement absolu du 
corps, comme nous l'avons fait précédemment, puis 
passer du mouvement absolu au mouvement relatif par 
un changement de coordonnées. Mais, il faut observer 
que cette méthode serait très laborieuse, et même» 
elle serait impossible si les forces motrices dépendaient 
du mouvement relatif du corps. Il est donc préférable 
de former directement les équations diflFérentielles du 
mouvement d'un point ou d'un système en rapportant 
ce mouvement à un système de comparaison animé 
d'un mouvement connu. 
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210. Nous commencerons par l'étude du mouvement 
relatif (Tun point libre. 

Soient Oo?, Oy, 0^ trois axes rectangulaires mobiles 
auxquels se réduit le système de comparaison, jt>, g, r 
les composantes de la rotation suivant ces axes à la lin 
du temps t ; a?, y, z les coordonnées relatives du point 
mobile à cet instant, X, Y, Z les composantes suivant 
ces mêmes axes de la force motrice P qui détermine 
le mouvement absolu. 

On sait (I, n** 165) que l'accélération cp^ du mouve- 
ment relatif est la résultante de l'accélération (p^ du 
mouvement absolu, de l'accélération du mouvement 
d'entraînement prise en sens contraire — ?e» et de 
l'accélération complémentaire prise en sens contraire 
— cp^ — — 2(ùVr sin a. Nous aurons donc, d'après cela, 
suivant l'axe des œ : 

Çr, X ■" <p«, X — Ce, X •"" Çc, X9 

OU bien : 

^ 1 dz dy\ 

Tr, ^-^a,x-^e.x-2\^q'^-'r-^y 

Or, la force P est représentée en grandeur et en 
direction par l'accélération absolue (fa du point m, 
multipliée par la masse de ce point ; par conséquent, 

X = m^Va^x' D'autre part, les composantes de l'accélé- 

d^ùj d"!! d^£ 
ration relative çr sont •-^» -i~i -172- • Nous aurons, 

en multipliant par m les deux membres de l'équation 
précédente et des deux équations analogues relatives 
aux axes des y et des z : 



m 
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dt 






^^dHj „ ^ I dx dz\ 

.. ^^"-^ rr r. / ày dx\ 

'" d^ = 2 - ''*7<'-- - 2"^ (P 7^ - ? W) • 

Ce sont ?(?5 équations diffé^^entielles du tnouvement 
7*elaUf d\in point libre. 

211. Il est facile d'interpréter ces équations qui 
nous apprennent que la force mç,- est la résultante 
de la force P et des deux forces — mffe et — mrfc : 
ces deux dernières portent le nom de forces apparentes 
ou forces fictives. La force m(fr est évidemment 
la force qui, appliquée au point m supposé libre, lui 
communiquerait une accélération absolue és*ale à son 
accélération relative. La force — mv^ est la force 
d'inertie du point m, supposé entraîné par le mouve- 
ment des axes mobiles : on l'appelle force dUnertie 
d entraînement ^ ou réaction d'entraînement. La force 
— ??2?c» ^lui agît en sens contraire de l'accélération 
complémentaire, est la force centrifuge cornposée. 
On a donc le théorème suivant : 

Théorème. — Le mouvement relatif d!un point maté- 
riel libre y rapporté à un système de comparaison mobile^ 
peut être traité comme un mouvement absolu^ pourvu 
que Von joigne à la force motrice P (ou à la résidtante 
de toutes les forces qui agissent 7'éellement sur ce point) 
deux forces fictives ou apparentes, savoir : la force 
d'inertie d'entraînement, et la force centrifuge composée. 

212. Il résulte de là que les théorèmes généraux 
de la Dynamique du point matériel sont applicables 
au mouvement relatif de ce point par rapport à des 
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axes mobiles, comme à son mouvement absolu, pourvu 
que l'on introduise dans les formules et les énoncés les 
•deux forces fictives dont nous venons de parler. 

213. Remarque I. — Si le point matériel n'est pas 
libre, mais assujetti à certaines conditions, par exemple 
à se mouvoir sur une surface ou sur une courbe, 
on ramène le problème au cas du point libre, en ajoutant 
aux composantes X, Y, Z de la force motrice suivant 
les axes mobiles, les composantes suivant ces mêmes 
axes de la réaction normale de la surface ou de 
la courbe, ce qui introduit de nouvelles inconnues. Mais 
alors les équations de la surface ou de la com^be, que 
nous supposerons rapportées aux axes mobiles Oo?, Oy, 
0-3:, nous fourniront de nouvelles équations en nombre 
suffisant pour déterminer les fonctions inconnues. 

214. Remarque II. — Les forces fictives peuvent 
dans certains cas se réduire à une seule, ou disparaître 
complètement. 

En effet, il résulte de ce que nous avons vu (I, n"^ 164) 
que la force centrifuge composée est nulle : 

F pour « = 0, c'est-à-dire lorsque le mouvement 
d'entraînement se réduit à une simple translation ; 

2® pour i;^ = 0, c'est-à-dire lorsque la vitesse relative 
est nulle ; alors le point est en repos relatif; 

3° pour a = 0, c'est-à-dire lorsque la vitesse relative 
est parallèle à l'axe instantané de rotation. 

Dans ces trois cas, les forces apparentes se réduisent 
à la force d'inertie d'entraînement. 

La force d'inertie d'entraînement est nulle, lorsque le 
mouvement d'entraînement est une translation rectiligne 
et uniforme (I, n° 164) ; car, alors ç^ = 0. Dans ce 
dernier cas, les deux forces fictives sont nulles : il n'y a 
donc aucune force apparente à joindre aux forces 
motrices. 
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215. Remarquons encore que l'accélération complé- 
mentaire fc étant perpendiculaire à la vitesse relative, 
il en résulte que le travail relatif de la force centrifuge 
composée est toujours nul, et, par conséquent, cette 
force n'entrera pas dans le théorème de forces vives 
appliqué au mouvement relatif. 



Mouvement apparent d'un point matériel 
à la surface de la Terre. 



216. La terre est animée d'un mouvement de 
translation dans l'espace, et d'un mouvement de rota- 
tion uniforme autour de la ligne des pôles. Ce dernier 
mouvement s'effectue de l'Ouest à l'Est. Il est facile de 
s'assurer que l'on peut faire abstraction du mouvement 
de translation et ne considérer que celui de rotation. 
En effet, si le mouvement de translation était rectiligne 
et uniforme, il serait rigoureusement sans influence, 
puisque la force d'inertie d'entraînement et la force 
centrifuge composée seraient nulles (n"* 214) ; d'autre 
part, quel que soit le mouvement de translation, son 
influence est à peu près nuUe pour chaque point de la 
terre : en effet,' ce mouvement est dû à l'action du 
Soleil et des planètes, et cette action est sensiblement 
la même en grandeur et en direction pour tous les 
points du globe. Or, si l'on tient compte des forces 
apparentes qui correspondent à ce mouvement, on devra 
aussi tenir compte des forces réelles qui le produisent, 
et ces deux systèmes de forces se font sensiblement 
équilibre. 
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Nous ferons donc abstraction du mouvement de 
translation, et nous ne tiendrons compte que du mou- 
vement de rotation. 

217. Cela posé, considérons la Terre comme tournant 
d'un 7nouvement uniforme autour de son axe^ que nous 
supposerons fixe, de l'Ouest à l'Est, avec une vitesse 
angulaire constante «. Comme la terre effectue un tour 
entier en 86164 secondes (jour sidéral), nous aurons : 



(i) 



2Tr 



86164 



= 0,000073. 



Il résulte de là que « est très petit, ainsi que ses 
composantes p, g, r suivant les axes rectangulaires 
OXy Oy, Oz. Il s'ensuit que, si la vitesse relative Vr n'est 
pas très grande, ou si elle est nulle (ce qui arrive dans 
le cas du repos apparent), ou si elle est parallèle 
h l'axe du globe (a = 0), les forces centrifuges 
composées pourront être négligées dans les équations 
du mouvement relatif, et nous ne devrons joindre à la 
force motrice P que la force d'inertie d'entraînement. 

Cherchons donc à déter- 
miner cette force d'inertie 
d'entraînement. A cet effet, 
observons que le point 7n dans 
la rotation autour de l'axe 
PP' (fig. 43) décrit un cercle 
d'un mouveme*nt uniforme. 

Or, dans ce cas (I, n° 164), 
Taccélération du point se réduit 
à sa composante centripète 
«•r (r étant la distance mn 
du point m à l'axe PP). 

La force d'inertie d'entraînement se réduit donc à la 
force centrifuge morr, due au mouvement de rotation 



Fig. 43. 
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autour de PP' : elle est dirigée suivant le prolongement 
m A du rayon /• du parallèle passant pai* le point m, 
et elle a pour expression mo^ . mn = mtù'^ Rcos>,. 
en désignant par R le rayoti de la terre, et par X la 
latitude du point m. 

L'accélération centrifuge est toujours très faible; 
car, à l'équateur où Ton a : 

r =r R = 6376821^ 

elle est maximum et a pour expression : 

(oV =-0,03398. 

218. Si donc on veut étudier le mouvement apparent 
d'un point libre soumis uniquement à l'attraction 
terrestre, on devra joindre à la force motrice «^B qui 
est l'attraction terrestre, la force centrifuge mA corres- 
pondante à la position du mobile dans sa rotation 
autour de PP'. Or, la résultante mC de ces deux forces 
est ce que l'on appelle le poids du corps : c'est la force 
égale et opposée à celle qu'il faudrait appliquer au 
point m supposé en repos apparent pour qu'il reste 
en équilibre. C'est le produit de la masse du point 
matériel par l'accélération g correspondante au point m y 
et'la direction de cette résultante est la verticale.^ 



1. On ne doit donc pas confondre le poids d'un ' corps avec 
Tait l'action que ce corps éprouve de la part de la terre. Le poids 
est la résultante de cette attraction et de la force centrifuge due 
à la rotation de la tei^re. 
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Ainsi donc, quand même la terre serait rigoureu- 
sement sphérique, la direction de la verticale (âl à 
plomb) ne serait pas celle de Tattraction terrestre sur 
le point m, mais celle de la résultante mC de cette 
attraction mB et de la force centrifuge m A. Il s'ensuit 
que, même dans le cas de la sphéricité, les verticides 
ne passeraient pas toutes par le centre de la terre. 
Cela n'arriverait qu'à l'équateur et aux deux pôles ; 
partout ailleurs , la force centriflige produit une dévia- 
tion de la verticale par rapport au rayon terrestre. 
C'est la vraie cause de l'aplatissement du globe aux 
pôles. En effet, dans le cas où le point serait en repos 
apparent, il serait en équilibre sous l'action de cette 
résultante et de la réaction de la surface terrestre, 
normale à cette surface. Il s'ensuit que le globe 
terrestre a une forme ellipsoïdale telle que sa surface 
moyenne soit normale à toutes les verticales successives. 

219. Remarque. — Il résulte de ce que nous venons 
de dire que, dans les problèmes du mouvement des 
corps pesants, nous avons implicitement tenu compte 
du mouvement de rotation de la terre, en remplaçant 
l'attraction terrestre par la pesanteur. 

220. Propriété. — Il est évident que les raison- 
nements que nous avons faits seront applicables au cas 
où le point matériel serait soumis à l'action de plusieurs 
forces. En effet, parmi ces forces figure toiyours 
l'attraction terrestre qui s'exerce sur tous les points 
à la surface de la terre. Nous aurons donc le théorème 
suivant : 

Théorème. — Dans Vétvde du mouvement relatif 
(JCun point matériel à la surface de la terre sous 
Vaction de forces et de liaisons quelconques^ on peut^ 
avec une approxim/ztion suffisante (sauf le cas de 
grandes vitesses), raisonner comme si la terre était 
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en repos, et appliquer les équations du mouvement 
absolu, pourvu que l'on remplace Vattrax^tion terrestre 
par la pesanteur. 

221. Nous avons vu (n*^ 214) que, quand le point 
est en repos relatif, la force centrifuge composée est 
nulle. Il en sera de même lorsque le point étant en 
mouvement, la vitesse relative Vr est parallèle à l'axe 
du globe. Elle est encore négligeable lorsque la vitesse 
relative Vr est très petite : car, alors la force centrifuge 
composée est insensible, pourvu qu'elle n'agisse pas 
pendant un temps assez long. Sauf ces deux derniers 
cas, en d'autres termes, lorsque la vitesse relative est 
très grande, ou lorsque la force centrifuge composée 
agit dans le même sens pendant un temps assez long, 
les effets de cette force sont sensibles, et l'on doit en 
tenir compte dans les équations du mouvement relatif 
d'un point à la surface de la terre. 

222. Étudions donc le mouvement relatif d'un point 
matériel à la surface de la terre. D'après ce que nous 
avons vu (n** 211), la force capable de produire l'accé- 
lération d'un point dans son mouvement relatif à la 
surface de la terre, est la résultante : V des forces 
réelles qui agissent sur ce point ; 2** de la force d'inertie 
d'entraînement (c'est la force centrifuge) ; 3** de la force 
centrifuge composée. 

Les forces réelles comprennent les attractions exercées 
par la terre et les autres corps célestes, et ces actions 
composées avec la force d'inertie d'entraînement donnent 
le poids du corps que l'on désigne d'ordinaire par mg : 
les forces réelles comprennent donc le poids du corps, 
et toutes les autres forces extérieures qui agissent sur 
ce point. 

Dans le cas particulier du mouvement relatif d^un 
point mxitéiHel pesant, ce point est soumis à Faction 
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de la pesanteur connue en grandeur et en direction, 
et à la force centrifuge composée. 

223. Cherchons à déterminer les équations du 
mouvement de ce point. 

Soient (flg. 44) Torigine fixe par rapport à la 
terre, prise dans Thémisphère nord, PP' l'axe terrestre, 
EE' l'équateur, 0^ la verticale que nous supposons 
dirigée dans le sens de la pesanteur, g Taccélération 
due à la pesanteur. Rapportons à trois axes rectan- 
gulaires, savoir : 0-cr que 
^^S'^^' I^Q^s venons de définir, 

Ox mené dans le plan 
horizontal du point 0, 
tangentiellemcnt au méri- 
dien, dans la direction 
du Sud ; Oy tangent au 
parallèle au point et 
dirigé vers l'Est. Soit NS 
la parallèle à PP' menée 
par le point : la rotation 
ayant lieu de l'Ouest à l'Est, OS sera, d'après les 
conventions adoptées, le sens de l'axe de rotation. 
Soit X la latitude du point : c'est le complément 
de l'angle que fait l'axe de rotation avec la verticale 
de ce point 0. 

Si nous décomposons la rotation &) suivant les trois 
axes, nous aurons : 




jo = 0) CCS X, g = 0, r = w sin h 



Les composantes de la force centrifuge composée 
sont donc : 
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X.-=o^(.|-,|)-2m«sinxf. 



Si nous désignons, en général, par X, Y, Z les 
composantes de la force extérieure appliquée au 
mobile, abstraction faite de son poids, qui se réduit 
à une force 7ng dirigée suivant l'axe des z,^ nous 
aurons pour les équations du mouvement du mobile 
aux environs du point : 



7n 



g=.X-f2m«osinX§, 



''^S- = Y + 2m«(cosA§-sinxg) 



m -jj^ = Z + mg — 2w^(o ces X -^ . 



L'intégration de ces équations permet de déterminer 
œ, y, z en fonction de t. 



1. Noas supposons que le mobile ne s'écarte pas beaucoup du 
point G, ce qui nous permet de considérer la pesanteur comme 
constante dans tout« l'ôlendue de la trajectoire. 
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Applicatioas. — Chute d'un corps pesant. 



224. Proposons-nous de trouver le mouvement d'un 
point matériel tombant du point sous Faction de la 
pesanteur seule. 

Nous aurons, dans ce cas, X <^ 0, Y -» 0, Z ^ 0, 
et les équations du mouvement sont : 



rf«n? . ' ^ dy 
— 2a) sm A ^ 



^-.u,o.«.^^. 



*y _ o. . /.^o 1 rf^ ^ «4. -i ^^ 



d^ 



(cosA§-8inxf). (1) 



Intégrant ces équations, et désignant par a, b, c les 
composantes de la vitesse relative initiale, il vient : 



doo « . -i , 
^ = 2(i)y sm X + a, 



-^ = 2w (^ ces i — X sin /) + b, (2) 



^ gt ^ 2wy cos i + c. 
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Éliminant — entre la première et la troisième des 
équations (1), on a : 

cos X -^ + sm X -^ — flr sm A, 
d'où, en intégrant, et observant que, pour f »« 0, on a 



ÔiCXj dL% 

cos X ^ + sin X ^ — flr< sin ?. + a cos A ^ ettei. 



ou bien, en posant a cos X + c sin A » e^, 

• (te , . •. di: ^^ â 1 I 
cos / ^ + sm / -TT « p< sm A + Cj. 

En intégrant de nouveau, il vient : 

0? cos X + ;î sin X « g |)rP sin i + Ci< ; (3) 

nous n'ajoutons pas de constante, parce que x ^X z sont 
nuls pour ^ « 0. 

Remplaçant 757 ^t 737 P^r \ex3îr^ valeurs (2) dans la 

deuxième équation (1), on obtient : 

^ 4- 4a>«y ». 2w (p^cos i — «i), 



en posant : 



a^ s a sin X — c cos X. 
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On sait que l'intégrale de cette équation difTérentielle 
du second ordre est : 



y = A ces 2iùt 4- B sin 2iùt + ^ — ^ — « • 



Pour déterminer les constantes A et B, faisons ^ = ; 
nous aurons : 



^.-«. {%).-'■ 



et, par suite, 



En représentant ces constantes A et B par G sin x 
et G cos a,, il vient : 



y = Gsin(2(o^ + a) + ^-^^t - gj^; (4) 



d'où Ton tire : 



(tt 4>iÙ 



Enfin, si l'on substitue cette dernière valeur de -^ 

dt 

dans la seconde équation (2), on trouve : 



a?sin>. — ^ cos X = ^r ^!-^ G cos (2a)f + a), 

2w 4(0^ ^ 
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* 

OU bien : 

a?.sin X — ;î cos X «= G cos a — Gcos (2w^ 4- a). (5) 

Les équations (3), (4) et (5) donnent la solution 
complète du problème. 

225. Cas particulier. — Supposons la vitesse 
initiale nulle ; nous aurons alors : 



a==0, 6-=0, c«0; 



d'où : 



aj=0, c, -fO, Gslna«0, G ces a « — ^^®^ 



4w« 



On en tire : 






Introduisons ces conditions dans les équations (3), (4) 
et (5), et nous aurons les équations suivantes : 



â? CCS i + ,3: sin A « " gi* sin )., 



(7 CCS i - fl' CCS X . . . 



^' 2a) ' 4a)« 



> 



a; sm A - 5 CCS i =^ — • \. , 1 — cos 2cof). 

4co* 
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Développant cos 2(ùt et sin 2(»it suivant les puissances 
ascendantes de 2(^1, et négligeant les termes qui 
contiennent u^ en facteur, nous aurons les équations 



suivantes : 






y — 3 pw cos i . <», 



X ^ïa\ — zGo»\^^ —^g1^co%\\ 



d'où l'on tire : 



a?«-0, y = ôpwcosX./», Z'^^gl^. (6) 



Les formules (6) nous apprennent que, si le temps t 
reste très petit, y reste toujours très petit ; d'ailleurs, 
puisque â? -= 0, le mobile reste dans le plan des zy, 
c'est-à-dire dans un plan normal à la ligne méridienne : 
il tombe donc à peu près suivant la verticale de son 
point de départ. Mais y, quoique très petit, n'est pas 
nul ; en outre, il est positif. Il s'ensuit que le mobile 
éprouve une petite déviation de la verticale dans le 
sens des y positifs^ c'est-à-dire vers VEst. La grandeur 
de cette déviation est donnée par la deuxième des 
formules (6). De la troisième de ces formules il résulte 
que la projection du mobile sur la verticale aura 
le môme mouvement que si Ton n'avait pas égard à la 
rotation de la terre. 
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Il est facile d'obtenir la trtgectoire décrite par le 
mobile dans le plan des zy, en éliminant t entre les deux 
dernières équations (6), ce qui nous donne : 



y = -^TSer 0) COS X . Zl/x. (7) 



Cette trajectoire qui est tangente à la verticale au 

3 

point de départ est une parabole du degré ^ • 

La formule (7) permet de calculer la déviation corres- 
pondante à une hauteur de chute donnée. Cette formule 
a été vérifiée par des expériences faites par M. Reich 
dans un puits de mine à Freyberg. On avait : 



Les expériences ont donné une déviation moyenne 
de Ô°',0283, tandis que la formule (7) donne y — 0"',0276, 
valeur qui diflêre très peu du résultat expérimental. 

Remarque. — Si dans les développements de sin 26»/ 
et cos 2<^t on tenait compte des termes qui contiennent 
G)^ en facteur, on aurait les équations suivantes : 



œ cosl -\- z 9inl ^ ^ gt^ sin i. 



0? sm / — ;î cos A — — z— — t^ -|- ^ o)*r*, 



1 ^ jo 
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On en tire : 



a? -» ~ ^cj« sin X cos 1 . /*. 



y =- 3 fl^w cos X . /«, 



^iy^'-^l^w'coss/./*. 



La valeur positive de œ nous apprend qu'il y a aussi 
U7%e petite déciation vers le Sud, mais cette déviation 
est insensible. 



Pendule Foucault. 



*286. Proposons-nous d'étudier le moiive^nent du 
pendulCy en ayant éga^^d au mouvement de rotation 
de la terre, c'est-à-dire le mouvement d'un point 

matériel pesant attaché au 
point par un fil inexten- 
sible et sans masse de 
longueur l (flg. 45). Cela 
revient au mouvement d'un 
point pesant sur une sphère 
de rayon l, invariablement 
liée à la t^rre. 

Les forces qui sollicitent 
le point supposé libre sont : la pesanteur, parallèle à 
l'axe 0^, la tension du fll ou la réaction normale de la 
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surface, que nous désignerons par N, en la rapportant 
à l'unité de masse, et qui sera dirigée dans le sens MO, 
enfin la force centrifuge composée. 

Il nous suffira donc, d'après ce que nous avons vu 
(n^* 213), d'ajouter aux composantes de la pesanteur, 
les composantes de la réaction N qui sont : 



-Nj' -Nf -Np 



et nous aurons pour les équations du mouvement : 









On a, en outre, la relation : 

«?* + !/• f ^- = l^. (2) 

Ces équations (1) et (2) déterminent œ, y, z, N en 
fonction de t, et, par conséquent, le mouvement 
apparent du pendule. 

En posant, pour abréger, 

les équations (1) deviennent : 
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227. Nous allons étudier le cas où les oscillations 
sont très petites, c'est-à-dire que nous supposerons que 
le pendule s'écarte très peu de la verticale. Nous consi- 
dérerons les rapports -.-» y» comme de très petites 

quantités dont nous négligerons les carrés et les 
produits par h et K qui sont de Tordre de ». Nous 
aurons ainsi : 



1 

r8. « 






d'où : 



z ^ l, et, par suUe, ^ "" ^» ^ = ^• 



La dernière des équations (3) nous donne alors : 



N-^-2ft'f. 



On a , par conséquent. 



N^ .9^ 91,» ^ dy 



— m. » 
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et, en négligeant, comme nouà l'avons dît, le prcxkiit 
A' y» il vient : 



de même, 





-if: 


Ny 
7' 


~ i 



Les équations (3) nous donnent alors les suivantes 

dfix ^, dy gx ^ 

dt^ '^'^'^'di'^T^^' 

OU bien, en posant y «= A% 






(4) 



Ces équations (4) déterminent le mouvement de la 
projection du point M sur le plan des œy. 

En éliminant y entre ces équations (4), et négligeant 
les puissances de k supérieures à la première vis-à-vis 
des quantités ftfties, î! vient : 

^ + 2ft.^4.A.^^0. .5) 
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L'équation carïictéristique est : 

a* -h 2/iV -f A* — ; 

elle a deux racines doubles imaginaires et égales 
à db hl/^^\. 
L'intégi^ale de l'équation (5) est donc : 

0? « A sin (ht + a) + B^ sin (ht -f- P; ; (6) 

les constantes A, B, a, (3 sont déterminées par les 
circonstances initiales du mouvement. 

Supposons que pour ^ «« 0, on ait a? «= 0, y f= y^ et 
que la vitesse initiale soit nulle, c'est-à-dire que l'on 

^^^(^7/ ^^' \lf) "* ; les équations (4) nous donnent 
aloi's, pour t == 0, 

Or, (le l'équation (6)v on tire : 



^ - A I Xco&{M + oi) + Btcos [ht -\-^) \ + Bsin(ht + fi), (7) 



^ + A»a; -= 2M ces (M + P), 



ou bien, à cause de la première équation (4) : 

g - Ç cos (A< + p), (8) 
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et, par suite, 

^ = -S^sin(A< + p). (9) 

Nous aurons donc, en faisant t ^ dans les équations 
(6), (7). (8) et (9) : 

== A sin a, = Aa cos a + B cin P, 
= y CCS p, — AVo *= ft" ^^^ ^' 

Comme il résulte de la deuxième et de la quatrième 
de ces équations que les constantes A et B ne peuvent 
être nulles, les deux autres équations nous donnent : 



sin a = 0, et ces p = 0, d'où : a = 0, P = ^ "» 



par suite, 



A«-^, B = %o. 



Les équations du mouvement projeté sur le méridien 
et le parallèle du lieu sont donc : 

a? = Y' i^^^ ^^ — ^^ ^^ ^^)' 

(10) 
y = y^cosht. 

Il s'ensuit que le mouvement projeté sur le parallèle 
est celui d'un pendule simple de longueur l, abandonné 

21 
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à lui-même à une distance y^ de la verticale. On en 
conclut encore que la durée d'une double oscillation est : 



^-?— V?- 



En éliminant t entre les équations (10), on trouve 
pour la trajectoire du mouvement projeté sur le plan 
des œy : 



X 



k / 



arc cos 



y. 

y» 



l/y.* - y) 



(11) 



Dans le mouvement direct du pendule, ht varie 
de à TT, et, par conséquent, sin ht est positif ; dans 
le mouvement rétrograde, ht variant de tr à 2Tr, on a 
sin /i< < 0. Donc, dans l'équation (11) on prendra 
le signe supérieur ou le signe inférieur, suivant que le 
mouvement sera direct ou rétrograde. D'ailleurs, 
comme l'équation (11) reste la même, quand on y 
change simultanément les signes de x et de y, il en 
résulte que cette courbe a pour centre l'origine. 

228. Pour nous rendre compte du mouvement, 

rapportons-le à deux axes 
rectangulaires mobiles 0?, 
On tournant dans le sons 
de Oy vers Ox, c'est-à-dire 
en sens inverse du mouve- 
ment de la terre sur l'horizon 
avec une vitesse — k (flg. 46). 
Au bout du temps t ces axes 
feront avec Ox des angles 

égaux à kt et -^ — kt, et nous 

aurons pour les coordonnées relatives du point M' 
rapporté à ces axes : 



Fig. 46. 
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l = xcoskt — y sin kê, 

Yi^= oosinkt + y cos kt, 

ou bien, en négligeant les puissances de h supérieures 
à la première : 

l^x — ktym^ -^ sin ht, 

yj « ktœ + y *= î/o ^os A<. 

Ces équations déterminent le mouvement de la 
projection M' par rapport aux axes 01 et Oyj. 

En éliminant t entre ces deux dernières, on a pour 
l'équation de la trajectoire relative par rapport aux 
axes Ol et Or/ : 



+ r:^ == 1. 



Ayo\' y^' 



m 



Cette trajectoire est donc une ellipse ayant pour centre 
l'origine et dont les demi axes, dirigés suivant 0? et 0/), 

sont respectivement égaux à -j^ et y^ ; le premier est 

très petit par rapport au second à cause de la petitesse 

du rapport -r • 

On conclut de là que la projection sur Vhorizon du 
point mobile décrit une ellipse mobile très allongée dont 
le grand axe est animé d'un ^nouvement lent de rotation 
autour de la verticale du point de suspension, en allant 
de VEst à VOuest en passant par le Sud, et de VOuest 
à VEst en passant par le Nord.. La vitesse angulaire h 



— 324 — 

de cette rotation est constante et égale à celle de la 
rotation terrestre multipliée par le sinus de la latitude 
du lieu d^ observation. 

L'ellipse relative est donc décrite toute entière 

entre deux plans verticaux parallèles et distants de 

2k 

~jr Vq^ et animés du mouvement de rotation que nous 

venons d'indiquer. Ces plans étant très rapprochés l'un 
de l'autre, paraissent n'en former qu'un seul, celui du 
pendule, qui, dans l'expérience, tourne d'un mouvement 
uniforme autour -de la verticale de l'Est à l'Ouest en 
passant par le Sud en sens inverse du mouvement 
de la terre, avec une vitesse angulaire k = w sin A. 
C'est ce phénomène de la déviation du plan d'oscillation 
du pendule libre que Foucault a mis en évidence au 
Panthéon de Paris . 



Extension des théorèmes généraux 
au mouvement relatif. 



229. Les théorèmes généraux s'appliquent au 
mouvement d'un système par rapport à des axes 
mobiles, pourvu que l'on joigne en chaque point aux 
forces réellement appliquées les deux forces fictives 
qui permettent de considérer le mouvement relatif de 
chacun des points du système comme un mouvement 
absolu. Ces forces fictives sont la force d'inertie d'entraî- 
nement et la force centrifuge composée (n** 211). 

Nous devons observer cependant que, dans l'appli- 
cation du théorème des forces vives au mouvement 
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relatif, les forces centrifuges composées disparaissent 
d'elles-mêmes. En effet, le travail de chacune d'elles 
est nul (n° 215). 

Nous remarquerons aussi que, dans le cas où les 
axes mobiles auxquels on rapporte le mouvement du 
système se meuvent parallèlement à eux-mêmes, 
les forces centrifuges composées sont nulles (n° 214), 
et, par conséquent, les forces fictives se réduisent aux 
forces d'inertie d'entraînement. Enfin, si le mouve- 
ment d'entraînement est une translation rectiligne et 
uniforme, les forces d'inertie d'entraînement sont 
nulles, et, dans ce cas, les théorèmes généraux 
s'apphquent au mouvement relatif comme au mouve- 
ment absolu, sans que l'on ait besoin de joindre les 
forces fictives aux forces qui agissent réellement sur 
le système. 

230. Supposons que l'on rapporte le mouvement 
à des axes mobiles de direction constante menés par 
le centre de gravité, et voyons ce qui va en résulter 
pour les théorèmes généraux. 

Nous avons déjà vu (n°^ 189 et 207) que les deux 
derniers théorèmes sont applicables au mouvement 
relatif autour du centre de gravité. Nous retrouverons 
cette propriété par l'application de la méthode actuelle. 

D'abord, puisque les axes mobiles ne sont animés 
que d'un mouvement de translation, le mouvement 
d'entraînement est une translation dans laquelle chaque 
point décrit une trajectoire égale et parallèle à celle 
que décrit le centre de gravité ; les forces centrifuges 
composées sont nulles en chaque point, comme nous 
l'avons dit (n° 214), et, par conséquent, il n'y a pas 
lieu de s'en occuper. Quant aux forces d'inertie 
d'entraînement, elles sont toutes parallèles et de sens 
contraire à l'accélération totale du centre de gravité 
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du système dans le mouvement absolu. Chacune de ces 
forces est égale au produit de la masse du point 
matériel auquel elle se rapporte par l'accélération 
absolue du centre de gravité prise en sens contraire. 

Ceci établi, étudi4)ns ce qui résulte de l'introduction 
des forces apparentes dans les équations des théorèmes 
généraux. 

231. En ce qui concerne le théorème du mouve^nent 
du centre de gravité, désignons, comme précédemment, 
par X, Y, Z les composantes suivant les axes de la 
force extérieure au point m, par x^, y^ z^ les coordon- 
nées du centre de gravité par rapport aux axes fixes ; 

les composantes de l'accélération absolue de ce point 

d^oD d^xi d" z 
sont -^1 ~oS -^rr » donc, (n° 230), les composantes 

de la force d'inertie d'entraînement pour le point m 

d^x, d^y, d^z, 

du système sont — m -^^ , — m ~f , — m -^-^. 

Si donc, en chaque point du système, nous joignons 

d^x d^u 

à la force X, Y, Z, la force — m -rrr^^ — m --^y 

d^z 
— ^^^ "rfF^' ^^^^ pourrons traiter le mouvement relatif 

du système comme un mouvement absolu. 

Si donc nous désignons par -^» WliP ^^ compo- 
santes de l'accélération relative du centre de gi^avité, 
et si nous appliquons les équations du mouvement du 
centre de gravité (n^ 178), nous devrons remplacer 
dans les seconds membres de ces équations SX, SY 

et 2Z par SX - ^ Sm, SY - ^ Zm, 2Z — ^2m, 

et les premiers membres par -^^ tt?» -^i et nous 
aurons les équations : 
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SX - ^ Smi - ^ Em 



y Y - -^l S)n = -^ E»2 



Or, les premiers membres de ces trois équations sont 
nuls en vertu du théorème du mouvement absolu du 
centre de gravité (n° 178), et, par suite, on a : 






donc, l'accélération relative du centre de gravité est 
nulle, ce qui est d'ailleurs évident, puisque le centre 
de gravité est en repos relatif. 

232. Passons maintenant au théorème des quantités 
de mouvement projetées sur un axe quelconque, par 
exemple sur l'axe des œ. 

En désignant par X la composante suivant l'axe 
des œ de la force extérieure au point m, par ^i, yj, ^i, 
les coordonnées du centre de gravité par rapport aux 

axes fixes, — m -TTr- sera la force d'inertie d'entraî- 
nement pour le point m, suivant l'axe des œ ; soient, 
en outre, 7/7 ^t (-^j les composantes de la vitesse 

relative du point m aux époques t et 0, nous aurons, 
en introduisant les forces d'inertie d'entraînement, 
et en considérant alors le mouvement relatif comme un 
mouvement absolu : 
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^"•s-^fêi-i:/"'-!:/ 



Or, puisque —rir ^st 1^ même à chaque instant pour 
tous les points du système, nous aurons : 



S/-^*-/??'*-^-/"** 



«[^-(t-").]' 



et, par suite, 



Mais, on sait (n** 178) que, dans le mouvement 
absolu d'un système, le centre de gravité se meut 
comme si la masse totale y était concentrée et les 
forces transportées parallèlement à elles-mêmes. Nous 
aurons donc, en appliquant le second théorème général 
au mouvement absolu de ce point matériel {x^, y^, z^) 
de masse M (n** 22) : 

et, par conséquent. 
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Donc, dans le mouvement relatifs Vaccroisse^nent 
de la somme des quantités de mouvement projetées 
sur un aœe quelconque est nul ; en d'autres termes, 
la somme des projections des quantités de mouvement 
relatives à un aœe quelconque reste constante pendant 
toute la durée du mouveynent. 

Il est facile de s'assurer que cette somme des quantités 
de mouvement projetées sur un axe quelconque est 
nulle. En effet, ce, y, z étant les coordonnées d'un point 
du système par rapport aux axes mobiles du centre de 
gravité, oh a : 



^mx = 0, d'où : Sm -=j == 0. 

dt 



On a donc le théorème suivant : 

Théorème. — Dans le mouvement relatif considéré , 
la somme des quantités de mouvement projetées sur 
un aœe quelconque est nulle pendant toute la durée du 
mouvement, 

233. Appliquons maintenant le théorè^ne des moments 
des quantités de mouvement, et prenons les moments 
par rapport aux axes mobiles passant par le centre de 
gravité. 

D'abord, les forces d'inertie d'entraînement des diffé- 
rents points étant parallèles et proportionnelles aux 
masses de ces points (n*^ 230), elles se composent en 
une force unique passant par le centre de gravité. 
La somme des moments de ces forces par rapport à un 
axe quelconque est égale au moment de leur résul- 
tante ; d'ailleurs, si l'axe par rapport auquel on prend 
les moments passe par le centre de gravité, le moment 
de la résultante est nul, et, par conséquent, la somme 
des moments des forces d'inertie d'entraînement par 
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rapport à cet axe est nulle. Donc, il n'y a pas lieu, dans 
les équations des moments des quantités de mouvement, 
de tenir compte des forces d'inertie d'entraînement. 

D'ailleurs, comme nous l'avons dit (n° 214), puisque 
les axes mobiles se meuvent parallèlement à eux- 
mêmes, il n'y a pas lieu de tenir compte des forces 
centrifuges comi)osées. 

Par conséquent, les équations des moments des 
quantités de mouvement dans le mouvement relatif 
ne diffèrent pas des équations analogues dans le 
mouveinent absolu y c'est-à-dire que l'on n'a à tenir 
compte que des forces qui agissent réellement. 

284. Il en résulte que toutes les propriétés que nous 
avons déduites du théorème des moments des quantités 
de mouvement dans le mouvement absolu s'appliquent 
au mouvement relatif rapporté au centre de gravité. 
Tel est le théorème de M. Resal (n" 186). 

En particulier, si les forces extérieures réellement 
appliquées ont une résultante nulle, ou si cette résul- 
tante passe par le centre de gravité, le théorème des 
aires s'appliquera au mouvement relatif rapporté au 
centre de gravité comme au mouvement absolu. 
Le plan du maximum des aires conserve une direction 
constante dans l'espace, et la somme des aires projetées 
sur ce plan, à partir d'un instant donné, varie propor- 
tionnellement au temps. Ce cas se présente dans le 
système planétaire, composé du Soleil et des planètes. 
Les forces extérieures provenant des étoiles peuvent, à 
cause du grand éloignement des étoiles, être considérées 
comme des forces parallèles et proportionnelles aux 
masses, et, par conséquent, la résultante de ces forces 
passe par le centre de gravité du système. Il y a donc 
un plan invariable dans le mouvement relatif du Soleil 
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et des planètes autour de leur centre de gravité 
commun. C'est le ^plan invariable de Laplace. 

235. Enfin, le théorème des forces vives s'applique 
aussi au mouvement du système par rapport à des axes 
mobiles de direction constante passant par le centre 
de gravité, sans qu'il soit nécessaire de joindre les 
forces fictives. En effet, si nous voulons appliquer 
le théorème des forces vives à ce mouvement, il faudra 
joindre à la somme des travaux des forces extérieures 
et des forces intérieures, les travaux des forces d'inertie 
d'entraînement et des forces centrifuges composées. 
Or, les forces d'inertie d'entraînement étant parallèles 
et proportionnelles aux masses, ont une résultante 
égale à leur somme et appliquée au centre de gravité, 
et, par suite, la somme des travaux de ces forces est 
égale au travail de la résultante. Mais, le déplacement 
du centre de gravité par rapport aux axes mobiles 
étant constamment nul, le travail de la résultante 
est nul, et, par conséquent, la somme des travaux des 
forces d'inertie d'entraînement est nulle. D'ailleurs, 
comme nous l'avons dit (n** 215), les travaux des 
forces centrifuges composées sont nuls. 

Par conséquent, le théorème des forces vives s'applique 
au mouvement relatif d'un système par rapport à des 
axes mobiles de direction constante menés par le centre 
de gravité, sans qu'il y ait lieu de tenir compte des 
forces fictives. 

Ainsi, en résumé, lorsque le mouvement est rapporté 
à des axes mobiles de direction constante menés par le 
centre de gravité, les deux derniei^ théorèmes généraux 
sont applicables au mouvement relatif sans qu'il soit 
nécessaire de tenir compte des forces fictives. 

286. Remarque. — Nous avons déjà vu (n^* 214) 
qu'il en sera de même , quels que soient les axes 
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mobiles, si le mouvement relatif est rapporté à dès 
axes animés d'un mouvement de translation rectiligne 
et uniforme. Tous les théorèmes généraux seront appli- 
cables au mouvement relatif sans qu'il soit nécessaire 
de joindre aux forces réelles les forces Actives, puisque 
ces dernières sont toutes nulles. 

237. Étudions encore le cas où le ^nouvement 
(ï entraîneinent des axes mobiles auxquels on rapporte 
le mouvement est un mouvement de rotation uniforme 
autour d'un axe fixe. 

Dans ce cas, la force d'inertie d'entraînement se réduit 
pour chaque point à la force centrifuge m^ù^r (I, n"" 164) ; 
la force centrifuge composée n'est pas nulle, et l'on peut 
en déterminer la valeur. Il résulte de là que les forces 
fictives doivent être introduites dans les équations des 
théorèmes généraux. 

En ce qui concerne le troisième théorème général, 
si l'on prend les moments par rapport à l'axe de 
rotation, les moments des forces centrifuges mw^r sont 
nuls ; mais, il n'en est pas de même, en général, des 
moments des forces centrifuges composées. 

Quant au quatrième théorème, n'oublions pas (n^* 215) 
que, quel que soit le mouvement d'entraînement, les 
forces centrifuges composées n'entrent jamais dans 
l'équation des forces vives, puisque le travail de 
chacune de ces forces est nul. 

D'ailleurs, il est évident que la somme : 



^ I dx dy \ . \ 



est identiquement nulle. 
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Ainsi donc, dans le cas où le mouvement d'entraî- 
nement est une rotation uniforme autour d'un axe fixe, 
on doit seulement, dans l'application de l'équation des 
forces vives au mouvement relatif, tenir compte du 
travail de la force m«V en chaque point. Proposons- 
nous de trouver le travail de cette force. 

Soient la projection de l'axe fixe, ABla trajectoire 

relative du point m, et m' 
^*^' ^^' la position du mobile infini- 

ment voisine de m (fig. 47). 
Le travail élémentaire de la 
force mcù^r est : 

^ in<y*r yyn^ir . mn = mis>^rdr. 

La somme des travaux 
élémentaires de cette force 
entre les deux positions A et B du mobile est : 






en désignant par w^ et w^ les vitesses linéaires 
d'entraînement aux points A et B. 




CHAPITRE VI. 



Mouvement d'iin corps solide 

assujetti à tourner autour d'un axe fixe 

sous l'action d'une percussion. 



238. Problème. — Un corps solide est retenu 
par un axe fixe autour duquel il peut tourner. 
Ce corps étant en repos ^ est sollicité par une per- 
cussion. On demande de trouver les propriétés du 
mouvement. 

La force instantanée qui met le corps en mouvement 
produira un effort sur l'axe : cet effort sera une sorte 
de choc ou de percussion. Nous aurons donc à déter- 
miner la vitesse angulaire initiale w, et les percussions 
exercées sur Taxe. 

En vertu du principe de d'Alembert, étendu aux 
forces instantanées (n** 172), il y a équilibre, au 
moyen des liaisons, c'est-à-dire de l'axe, entre la force 
instantanée et les quantités de mouvement initiales 
et finales, ces dernières prises en sens contraires. 
Or, le corps partant du repos, les quantités de 
mouvement initiales sont nulles ; d'autre part, nous 
pouvons rendre le corps libre, en introduisant les 
réactions de deux points fixes sur Taxe, réactions qui 
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sont égales et de sens contraires aux percussions 
exercées sur ces points. Nous aurons alors à écrire 
qu'il y a équilibre entre la force instantanée, les 
réactions des points fixes, et les quantités de mouve- 
ment Anales prises en sens contraires. 

Prenons l'un des deux points fixes pour origine, 
l'axe des z passant par les deux points et A, et soit 
OA — A la distance des deux points (fig. 48). Soient 

j-i ^3^ Xi, Y,, Z, les compo- 

santes de la réaction au 
point 0, et X^, Yg, Z^ 
les composantes de la 
réaction au point A, 
X, Y, Z les composantes 
de la percussion, H, >), Ç 
les coordonnées de son 
point d'application. Nous 
supposerons que le mou- 
vement s'effectue dans 
le sens des rotations 
positives. 

Si nous désignons par &) la vitesse angulaire commune 
à tous les points du corps, la vitesse linéaire d'un point 
m (,r, y, z) situé à une distance r de l'axe sera «r, 
sa quantité de mouvement sera wrrf^w, dirigée suivant la 
tangente au cercle décrit par le point m : c'est la force 
qu'il faudrait appliquer au point m libre et au repos 
pour lui communiquer la vitesse angulaire tù pendant 
l'unité de temps. Cette quantité de mouvement prise en 
sens contraire est — tùrdm : elle a pour composantes 
suivant l'axe des x, m^dm sin 0, et suivant l'axe des y, 
— tùrdm cos 9, en désignant par 6 l'angle que le rayon 
niK, ou »i'0 fait avec le plan des zx ; la composante 
suivant l'axe des z est nulle. 




X 
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Or, on a évidemment : 

cos G = - , sm G = - ; 
r r 

par conséquent, les composantes de — wrrfm suivant 
les axes des x et des y sont respectivement : wydm et 
— (ùxdm. 

Nous aurons des résultats analogues pour chacun 
des points du corps. 

Si nous transportons toutes ces forces à l'origine, 
nous aurons suivant les axes des œ et des y les forces : 



(0 



/ ydm = wMy 1 , — w / xdm = — wM^, , 



en désignant par a?,, y^, z^ les coordonnées du centre 
de gravité du corps, et dans les trois plans coordonnés 
les trois couples : 



(i) / œzdm, iù I yzdm, et — w Hx^ -f y*) dm = — w /^r' 



^dm. 



La force instantanée transportée à l'origine nous 
donne les trois composantes : X, Y, Z, et les trois 
couples : • 

Zn - Y^, XÇ - ZS, Yl-X-n;' 



1. Il est bon d'observer que les forces X, Y, Z, et leurs couples 

fj 

sont ici les impulsions fxdt, fYdt^ f Zdt, et des couples d'im- 

o o o 

pulsion. On représente les impulsions par une seule lettre pour 
simplifier les notations. 
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les forces X^, Y^, Z^, transportées à l'origine nous 
donnent les trois composantes : 

et les deux couples : 

-YÀ X.A 

situés respectivement dans les plans des yz et des zx. 
En appliquant le théorème de d'Alembert, noUiS 
aurons les six équations suivantes : 

X + Xj + X, + (oMy^ = 0. (1) 

Y + Yi + Yg — toMo?, — 0, (2) 

Z + Z, + Z, =. 0. (3) 

Zyj — YÇ + iùfœzdm — Yji = 0, (4) 

XÇ — Z^ + tùfyzdm + X^h = 0, (5) 

Yg — Xy; — tùfrHm = 0- (6) 

La dernière équation (6) qui ne contient pas les 
composantes des réactions inconnues des points fixes, 
est Véqualion du mouvement : elle servira à déter- 
miner la vitesse angulaire m. On en tire : 

YS-Xx) 
/ r^dm 

22 
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Par conséquent, la vitesse angulaire (à à la fin de la 
percussion est égale au moment de la percussion par 
rapport à Tewre de rotation divisé par le moment 
dHnertie du cot^s par rapport à cet axe. 

Les équartions (4) et (5) serviront à déterminer les 
valeurs de X,, Y^, et les équations (1) et (2) nous 
donneront ensuite Xj, Y, ; enfin, l'équation (3) détermine 
la somme Z, + Z,. 

Les valeurs de Xp Y,, Zp X^, Y^, Z^, prises en 
signes contraires, nous donnent les composantes des 
percussions exercées siu* l'axe. Comme on le voit, 
la percussion dans le sens de l'axe, ou la percussion 
longitudinale — (Zi + Z^) est égale à la composante 
de la force instantanée suivant cet axe. 
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Centre de percussion. 



239. Proposons-nous maintenant de trouver les 
conditions pour que Vaxe n'éprouve aucune percussion. 
Nous supposerons, pour plus de simplicité, que Ton 
prenne pour plan des zx le plan passant par l'axe de 
rotation et le centre de gravité du corps, et pour plan 
des xy le plan mené par le point d'application de la force 
instantanée perpendiculairement à l'axe de rotation. 
Nous aurons alors yj = 0, Ç =: 0, et les équations du 
mouvement nous donnent : 

X + X, + X^ = 0, 

Y + Yi 4- Y, — tù^x, = 0, 

Z + Z, + Z, = 0, 

Zri + (o I xzdm — Yji = 0, 

— Z; + (i) fyzdm + X^h = 0, 
Y^ — Xyj — (ùff^dm -= 0. 



Or, si dans ces équations on pose : 



X, =0, Y, « 0, Zi « 0, X. = 0, Y. -= 0, Z, « 0, 
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nous aurons les équations suivantes : 

X =- 0, Y = u)Ma?i, Z = 0, 
fœzdm = 0, fyzdm = 0, Y? = w / r^dm. 

Les équations X == 0, Z = 0, nous apprennent que 
la force instantanée doit être perpendiculaire au plan 
des zœ, c'est-à-dire au plan passant par Vaœe de 
rotation et par le centre de gravité du corps. 

Des équations fxzdin =- 0, fyzdm = 0, on conclut 

que Yaœe de rotation doit être principal pour l'origine 
déterminée par le plan des xy^ mené, comme nous 
l'avons fait, perpendiculairement à l'axe par le point 
où la force de percussion rencontre le corps. 

D'ailleurs, puisque la force doit être perpendiculaire 
au plan des zœ, et que son point d'application est dans 
le plan des œy, elle sera elle-même dans le plan 
des œy, et elle sera parallèle à l'axe des y. L'équation : 

Y? = G) / rHm, 

nous donnera alors la distance de la force à Vaxe ; 
cette distance étant évidemment égale à H, nous aurons : 



G) / r^dm I r^dm 



Or, si nous désignons par Ig le moment d'inertie du 
corps par rapport à un axe mené par son centre 
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de gravité parallèlement à l'axe de rotation, nous 
aurons (n"" 141) : 



/ r^dm = I^ + Ma?i* ; 



par conséquent, 



\-x,-\- ^' 



Ma?i 



Le point ainsi déterminé est ce que l'on appelle 
le centre de percussion : c'est le point oii la force 
doit être appliquée dans le plan passant par Vaœe 
et par le centre de gravité du corps pour que Vaxe ne 
subisse aucune percussion. 

Donc, pour que l'axe ne subisse aucune percussion, 
il faut et il suffit : 

V Que la direction de la force instantanée soit 
perpendiculaire au plan qui passe par Vaxe fixe et 
par le centre de gravité du corps. 

2° Cet axe de rotation doit être principal pour le 
point oii il rencontre le plan qui lui est perpendiculaire 
et qui contient la force. 

3° La distance de cette force à Vaxe (ou la dislance 

du centre de percussion à Vaxe) doit être égale à 

I 
a?i + iCr * Uintensité de cette force est égale à «Ma?i. 

Remarque I. — On voit que la question proposée 
serait impossible, si l'axe de rotation passait par le 
centre de gravité du corps. En etfet, pour qu'il n'y ait 
pas de percussion exercée sur l'axe, il faut que la force 
de percussion appliquée au corps soit Y == «Mo?! ; 
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or, si Taxe de rotation passe par le centre de gravité du 
corps, œ^ = 0, et, par conséquent, Y «= 0. D'ailleurs, 
on a alors ? = oo, et le centre de percussion serait 
à rinfini. 

Remarque IL — Si Taxe de rotation n'est principal 
pour aucune origine prise sur sa direction, il n'y aura 
pas de centre de percussion relatif à cet axe. 



Mouvement de rotation d'un corps solide 

autour d'un axe fixe, 
sous l'action de forces quelconques. 



K 240. Proposons-nous maintenant d'étudier le mouve- 
ment cVun corps solide assujetti à tourner autour d'un 
axe fixe^ et sollicité par des forces motrices quelconques 
qui agissent d'une manière continue. 

Nous avons à déterminer la vitesse angulaire à un 
instant quelconque du mouvement, et les pressions 
exercées sur Taxe à chaque instant, pressions qu'il faut 
bien distinguer des percussions initiales. 

Nous pouvons rendre le corps entièrement libre, 
en introduisant les réactions de deux points fixes 
et A pris sur cet axe, réactions qui sont égales et de 
sens contraires aux pressions exercées sur ces deux 
points à chaque instant du mouvement. 

Nous appliquerons le principe de d'Alembert, et nous 
écrirons qu'il y a équilibre à chaque instant entre les 
forces motrices, les réactions des points fixes et les forces 
d'inertie des difl'érents points. 
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Prenons l'un des points fixes pour origine, l'axe 
dos z passant par les deux points et A, et désignons 
par OA == h la distance des deux points fixes. Soient 
X, Y, Z les composantes de la force motrice P, qui 
agit en un point m {œ, y, z) du corps, X^, Yj, Z^, 
les composantes de la réaction du point 0, X^s Y^, Z^ les 
composantes de la réaction du point A ; les composantes 

de la force d'inertie du point m sont : — -yrr dm, 

d'y d^z 

— -p- dm, — -T|T dm. Nous aurons donc les six équa- 
tions suivantes : 

SX + X, + X, -/^ dm - 0, 
SY 4- Y, + Y, ^f^dm « 0. 



£Z 



d'z 



+ Z, +Z, -f-Jdm^O, 



S(Zy-Y.)-Y,A-/(y§-^g)rfm = 0, 
S (Xz-^Zœ) + X,h -f\z ^ -0? ^) *n « 0, 
^(Yx--Xy)^f[œ^,-y%)dm^O. 



Or, Taxe de rotation étant pris pour axe des z, 
et 0) étant la vitesse angulaire de la rotation à la fin du 
temps ty la vitesse du point m est v «« wr ; ses compo- 
santes sont, puisqu'elle est perpendiculaire à l'axe 

des z : 
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dcD du dz 



On en tii'e r 



cPx d(ù dy , do) 



dHi diù , dœ a , rfw 



^«0 



En substituant dans les équations précédentes, 
et désignant par a>^, y y, z^ les coordonnées du centre 
de gravité du corps, il vient : 



SX 4 X, + X, + ^ My, + w«Ma;, - 0. (1) 



EY + Y. + Y^ - ^ Ma;. + w^My, - 0, (2) 



SZ + Z, + Z, = 0, (3) 

S <Zy — Y«) + ^ fœzdm — u» iyzdm — Y^h ^ 0, (4) 
S (X? — Za?) + -^Jyzdm + iù^fxzdm -f- X^A = 0, (5) 
2 ( Y« — Xy) - ^fr*dm = 0. (6) 
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L'équation (6) ne contient pas les composantes des 
réactions inconnues des points fixes. Cest Véquation 
du mouvement. 

On en tire : 

rfw S (Yx — Xy) . 



dt 



f 



r^dm 



cette équation servira à déterminer la vitesse angulaire 
à la fin du te^nps t. 

Les équations (4) et (5) nous donneront les compo- 
santes Xg, Yg de la réaction du point A : on voit que 
ces composantes sont en raison inverse de la distance A. 
Ces valeurs de X,, Y, étant connues, les équations (1) 
et (2) nous donneront les composantes X^, Y, de la 
réaction du point 0. Enfin, l'équation (3) nous donne 
la somme Z^ + Z., des réactions suivant l'axe de 
rotation, sans que l'on puisse déterminer en particulier 
ces deux composantes. Les valeurs de Xj, Yj, Zj, 
X2, Yg, Z., prises en signes contraires sont les compo- 
santes des pressions aux points et A. 

241. Cas particuliers. — Y Si le corps solide 
n'est sollicité par aucune force motrice, ou si ces 
forces 'se font équilibre, on a : 

SX = 0, £Y = 0, SZ -= 0, 

£ [ly - Yz) -= 0, S (X^ — Zœ) == 0, S iyœ — Xy) = 0. 

d(»^ 
L'équation (6) nous donne alors ;;37 = ; par consé- 
quent, 61 = const. , c'est-à-dire que la vitesse angulaire 
est constante : le mouvement de rotation est uniforme. 
On a alors : 
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X, + X, H- îùmœ, - 0, 

Y, + Y, + iomy, = 0, 

z, + Z, - 0, 



(0 



' fyzdm + yji -= 0, 

tù^ I œzdm + Xji = 0. 

L'équation Zj + Z^ — nous apprend que les 
réactions se réduisent à deux forces perpendiculaires 
à Vaœe, puisque la somme de leurs composantes 
parallèles à l'axe est nulle. 

Il est facile de voir que, dans ce cas, les réactions 
de l'axe font équilibre aux forces centrifuges de tous 

les points du corps. En effet, puisque l'on ^ ^ "= t), 

il en résulte que la composante tangentielle de la force 

d'inertie, en chaque point, est nulle, cette composante 

dv . d(ù , 

ayant pour expression — -ir- dm « — r -^ dm. 

Remarque I. — Si l'axe de rotation est principal 
pour le ix)int 0, on a (n"" 145) : 

/ œzd7n = 0, / yzdm = ; 

par suite, X^ — 0, Y^ =» 0, quelle que soit la vitesse 
angulaire w. Par conséquent, le point A n*éprouve aucune 
pression. On peut donc supprimer la fixité du point A, 
puisque ce point n'a à supporter aucune pression. 

Donc, si un corps retenu par un seul point fixe 0, 
com7nence à tourner autour de Vun des axes principaux 
rslatifs à ce point, sans qtt aucune force étrangère lui 
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soil appliquée, il continuera à tourner uniformément 
autour de cet axe^ comme s'il était fixe. Les trois axes 
principaux passant par un point fixe s'appellent, pour 
cette raison, axes permanents de rotation relativement 
à ce point. 

D'ailleurs, dans ce cas, les équations précédentes 
nous donnent : 

Xi « -- (ùmx,, Yj = — w«My,, 

d'où, en désignant par Rj la pression exercée sur le 
point 0, et par r, la distance du centre de gravité 
à l'axe : 



Rj — (i)«Mr, ; 



on a d'ailleurs : 



Par conséquent, la force R^ ou la pression sur le 
point est dirigée dans le plan passant par le centre 
de gravité et Vaxe de rolation. 

Remarque IL — Si l'axe de rotation est un axe 
principal passant par le centre de gravité du corps, 
on a : 

I xzdm = 0, iyzdm = 0, a?, = 0, y^ = 0, 

et il vient alors : 

X, = 0, Y, = 0, X, = 0, Yi = ; 

le point ne supporte non plus aucune pression, et l'on 
peut aussi supprimer la fixité de ce point : le mouve- 
ment aynnt commencé autour de l'axe supposé fixe, 
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continuera uniformément autour du même axe lorsqu'on 
le rendra entièrement libre. 

Donc, si un corps entièrement libre cornme^ice à 
low*ner autour d'un de ses axes principaux du centre 
de gravité^ et qu'aucune force étràngèr*e ne lui soit 
appliquée^ son mouvement continuera uniformément 
autour de cet axe. Ces droites sont les seules qui 
jouissent de cette propriété. Ces trois axes s'appellent 
axes naturels de rotation, ou a^es pennanents de 
rotation relatifs OfU centre de gravité, 

242 < 2° Si les forces extérieures se réduisent à un 
couple perpendiculaire à Vaxe de rotation, on a : 

SX = 0, £Y - 0, SZ = 0, 
S (Zy - Y.S:) =-0, S (Xz — Zx\ - 0. 

Dans ce cas, la vitesse angxdaire est donnée par la 
formule : 

rfw ^ £ (Ya? ~ Xv) 
^^ fr^dm 

et elle n'est pas constante. 

Si l'on cherche la condition pour que le point A 
n'éprouve aucune pression, on doit poser : 



X, =0, Y. = 0, Z, = 0, 



et il vient : 



diù 



--n fxzdm — (ù* I yzdm = 0, 



dtù 



I yzdm -Y <«>* fxzdm «= 0. 
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De ces équations on tire, en éliminant -^i 



I iœzdm] + l jyzdm\ == 0, 



d'où : 



iœzdm == 0, iyzdm = 0. 

On conclut de là que Taxe de rotation doit être 
un axe principal pour le point 0. 

Les équations qui déterminent les composantes Xj, 
Yj, Z, de la pression exercée sur le point sont : 



i . rZ 



■:.«i' 



dt 
Y, - ^ Ma;. + w«My, = 0; 

Z, = 0. •' • ' • 

Puisque Zj = 0, on en conclut que la pression 
au point est perpendiculaire à l'axe. 

Si, à un instant quelconque du mouveniEent, cet axe 
cesse d'être fixe et que le corps soit sèulciieiît retenu 
par le point 0, il continuera à tourner, autour^ de cet 
axe comme s'il était fixe. Ori a donc le théorème 

suivant: 

'' . 

Théorème. — Si iin corps retenu par un point fixe 
commence à tùuHïer autour d'un axe principal de ce 
points sous l'action d'un couple perpendiculaire à cet 
axe principal^ le coi^ps continuera à tourner autour 
de cet axe comme sHl était fixe. 
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Remarque. — Si l'axe est principal du centre 
(le gravité, on a, en outre, x^ =* 0, ^i = 0, et la 
pression au point est aussi nulle, puisque l'on 
a alors X^ = 0, Y, — 0, Z^ -= 0. Les deux points 
et A ne supi)ortent donc aucune pression, et l'on a 
le théorème suivant : 

Théorème. — Si un corps entièrement libre commence 
à tourner autour dun des axes principaux de son 
centre de gravité, et qxCil soit sollicité constamment par 
un couple situé dans un plan perpendicidaire à cet axe^ 
le mouvement se continuera sans altérationy lors même 
que cet axe serait entièrement libre. 



Pendule composé. 



243. hQ pendule composé est un corps solide pesant, 
mobile autour d'un axe horizontal que l'on appelle axe 
de suspension. 
Prenons l'axe fixe horizontal pour axe des z. Taxe 

des y dirigé dans le sens 
de la pesanteur, l'axe des 
X perpendiculaire au plan 
des deux premiers (fig. 49). 
En désignant par X, Y, 
Z les comi)osantes de la 
force motrice pour un point 
m (a?, y, z) du corps, 
l'équation du mouvement 
est (n° 240) : 




diù 
di 



2 (Y^ — Xy) 



/ 



t*<i,m 



(1) 
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Or, dans le cas actuel, on a : 

X « 0, Y « mg, Z — ; 
par suite, 

2 (Yâ? — Xy) — ^mgx = g^mœ -» gUx^, 

en désignant par x^ la distance du centre de gi'avité G 
au plan des yz. 

Du point G menons GN »= a perpendiculaire à 
Vaxe de suspension Oz, et par le point N menons 
la verticale NK. Abaissons du point G la perpendi- 
culaire GK sur la verticale NK ; nous aurons évidemment 
GK « a?j. Soit G l'angle GNK que fait la perpendicu- 
laire GN avec la verticale NK ; 9 sera l'angle que fait 
le plan mené par le centre de gravité et Taxe de 
suspension avec le plan vertical mené par l'axe 
de suspension. Soient encore Gj la position initiale 
du centre de gravité, et a l'angle G,NK, valeur initiale 
de e. 

L'angle 9 diminuant quand t augmente, nous aurons : 



(29 



d'où : 



d^ _rf«9 
dt" dP 



D'ailleurs, on a : 



a?i «= GK = a sin 9 ; 
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par suite, l'équation (1) nous donne 



rf«9 , Mga sin 
I r^dm 



W + TZIT'^^' (2) 



Cela posé, par le point G menons une parallèle à 0^, 
et soit MA* le moment d'inertie du corps par rapport 
à cette parallèle ; nous aurons (n** 141) : 

et l'équation (2) devient alors : 

Cette équation (3) détertnine l'angle 9 ou le mouvement 
angulaire du centre de grainté en fonction du temps. 
On en tire, en intégrant. 



( 



wF="*+;^^t.<"^«®-'^*)' 



en désignant par û la vitesse angulaire initiale. 

244. Mais, au lieu d'intégrer l'équation (3), on peut 
comparer le mouvement du corps pesant à celui d'un 
pendule siynple^ c'est-à-dire d'un point matériel pesant 
situé sur la droite NG à une distance l du point N. 
L'équation du mouvement de ce point est, comme on 
sait (n^ 95) : 

^ + f8in9-0. (4) 
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En comparant les équations (3) ôt (4), on voit que les 
deux pendules auront un mouvement identique, si, les 
circonstances initiales étant les mêmes, c'est-à-dire si, 

les valeurs initiales de et -r; étant les mêmes, on a : 

l == _j — = a H — . 
a a 

r Donc, le mouvement du pendule composé est identique 
au mouvement du pendule simple de longueur : 

" A» , 

l^--- + a; 

a 

pourvu que lés circonstances initiales soient les 7nêmes 
pour ces deux corps. On dit alors que le pendule 
composé et lé pendule simple sont synchrones. 

Ainsi, quand un corps pesant tourne autour d'un axe 
fixe et' horizontal, on peut toujours trouver la longueur 
d'un pendule simple dont le mouvement soit le même 
que celui du corps, quelle que soit l'amplitude des 
oscillations. 

Si les oscillations du pendule simple sont très petites, 
on a pour la durée d'une oscillation (n"" 97) : 



^-'\Ji 



. Cette formule, sera applicable au pendule composé, 
si l'on prend : , 



r== a H 

a 



Cela posé, prenons un point B sur la droite NG 
prolongée, tel que NB = f, et menons par ce point B 
une parallèle à l'axe de suspension Oz : tous les points 

23 
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du corps situés sur cette parallèle seront à une distance 
égale à / de l'axe de suspension. Donc, le mouvement 
du corps, sous l'action de la pesanteur, communiquera 
à chacun de ces points le même mouvement que si ce 
point était isolé et suspendu à l'extrémité d'un fil NB 
sans masse attaché au point N, c'est-à-dire s'il formait 
un pendule simple. Les points du corps situés au delà 
de B par rapport à l'axe O-ar, étant isolés de la 7nême 
manière, auront un mouvement plus lent, et la 
liaison avec les autres points augmente leur vitesse. 
Le contraire aurait lieu pour les points plus rapprochés 
de Oz que le point B. Les points projetés en B auraient 
de part et d'autre le même mouvement. Cette droite 
menée par le point B, parallèle à Oz, s'appelle acoe 
(^oscillation. 

Si l'axe 0^ est principal pour un de ses points, l'axe 
d'oscillation passera par le centre de percussion corres- 
pondant (n"* 239). En effet, sa distance à l'axe 0^ est 
donnée par l'expression : 



a + 



Ma 



245. Théorème. — L'aooe de suspension et Vaxe 
d'oscillation sont réciproques. En d'autres termes, 
si l'on fait osciller le corps autour de l'axe mené par le 
point B, l'axe d'oscillation correspondant sera 0^. 

En effet, soit V la longueur du pendule simple 
synchrone ; cette longueur sera donnée par la formule : 



a étant la longueur BG *= — • 
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Remplaçant a! par sa valeur, il vient : 



f = *! + a«Z, 



et le théorème est démontré. 

246. Propriété. — Il y a une infinité d'axes 
autour desquels les petites oscillations sont de même 
durée. 

En effet, on a (n** 244) la formule : 



T-V|. 



Fig. 50. 



dans laquelle l^ a'\ . Or, la valeur de l\ et, par 

conséquent, celle de T seront les mêmes pour tous 
les axes de suspension parallèles entre eux, et situés 

à égale distance du centre de gravité, 
puisque pour tous ces axes A et a 
seront les mêmes. Si du point G 

comme centre on décrit (flg. 50) deux 

A* 

cercles de rayons a et —, toute droite 

qui se projettera sur la circonférence 

de l'un de ces cercles satisfera à la 

condition. En effet, si est l'axe 

de suspension, B sera l'axe d'oscillation, et si B est 

l'axe de suspension, sera Taxe d'oscillation. 

Mais on peut aussi changer la direction de ces axes 
et leur distance au centre de gravité sans que la valeur 
de l soit changée. 

En effet, désignons par L la distance d'un axe D 
quelconque au centre de gravité, par «, (3, y les angles 
([ue cet axe fait avec les axes principaux du centre 
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de gravité, par A, B, C les moments d'inertie principaux 
du corps par rapport à ces axes. Le moment d'inertie 
par rapport à une droite GH, menée parallèlement à D 
par le centre de gravité, est donné par la formule : 

Mft« = A cos« a + B ces* P + C COS^ y, 

et la longueur du pendule simple sera : 

, T I *^ T 1 Acos^g + Bcos23-fC cob2 y . 
l^L + j-^L + — 

Or, cette longueur peut rester constante pour une 
infinité de droites différentes D, puisque l'on peut faire 
varier «, p, 7, L de manière que l reste constante. 
Il y a donc une infinité d'axes autour desquels la durée 
des petites oscillations reste la même. 

247. Proposons-nous encore de trouver Vaixe autour 
duquel la durée dune oscillation est la plus courte. 

Nous aurons évidemment à déterminer le minimum 
de l'expression : 

■ » 

, T I ^ G^s* a + B cos« P + C ces» y 
l^h + ^ : 

Or, si Ton suppose A < B < C, on sait (n*^ 152) que 
la plus petite valeur de l'expression 

A cos^ a + B cos* (3 + C cos* 7 

est A, et qu'elle correspond à a == 0, f^ == ^» 7 = * 

Donc, Vaxe de suspension pour lequel l'oscillation sera 
la plus courte y est parallèle à l'axe du plus petit 
moment (Tinertie relatif au centre de gravité. 
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Nous aurons alors : 



/ = L+ ^ 



ML 



Pour déterminer le minimum de l, nous égalerons 
à zéro la dérivée ■:jr » et nous aurons : 




Donc, l'axe de suspension pour lequel l'oscillation 

Â 

M 
de l'axe du plus petit moment relatif au centre 

de gravité. 



V 



CHAPITRE VII. 



Mouvement d'un solide autour d'un point fixe. 



248 • Problème. — Un corps solide fixé par un de 
ses points est sollicité par des forces données. On 
donne les positions et les vitesses initiales des différents 
points de ce corps ^ et Von demande de déterminer le 
mouvement du solide. 

Nous aurons évidemment à considérer deux problèmes 
distincts : 

Problème I. — Le corps étant en repos et sollicité 
par des forces d'impulsion, trouver le mouvement 
initial. 

Problème II. — Le corps étant sollicité par des forces 
continues, trouver son mouvement à un instant donné. 

249. Imaginons par le point trois axes rectan- 
gulaires fixes dans l'espace, et trois axes rectangulaires 
fixes dans le corps et mobiles avec lui, ces derniers 
coïncidant avec les axes principaux de Tellipsoïde 
d'inertie relatif au point 0. Il est évident que la 
position du corps sera déterminée à chaque instant, 
si l'on connaît la position des axes Oo?, Oy, 0^ fixes 
dans le corps par rapport aux axes O.Cj, Oy,, 0^^ 
fixes dans l'espace (fig. 51). 
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Fig. 61. 




Or, la position de ces axes mobiles est déterminée au 
moyen des trois angles <p, vp, 0. L'angle ç est l'angle que 
fait avec l'axe Ox, la trace OR du plan xOy sur le plan 
^lO^i ; cet angle est situé dans le planir^O^j ; il est 
compté dans le sens des rotations positives autour de Oz^ , 
et il varie de à 2n. L'angle est l'angle que fait 
le plan xOf/ avec le plan .^,0^1 : c'est l'angle que 
Taxe Oz fait avec l'axe 0^^ ; il est compté dans le sens 
des rotations positives autour de OR, et il varie de à tt. 
Enfin, l'angle ^ est l'angle que Ooo fait avec OR ; il est 
situé dans le plan œOy ; il est compté dans le sens des 
rotations positives autour de Oz^ et il varie de à 2n. 
Nous devons donc déterminer ces angles cp, A, 6 en 
fonction de t. 

On peut passer de la position Ooo, Oy, 0^ à une 
position infiniment voisine au moyen de trois rotations 
élémentaires : l'une autour de Oz^, égale à d^ ; l'autre 
autour de 0^:, égale à rf'| ; et la troisième autour de OR, 
égale à cK. Les vitesses angulaires de ces trois rotations 

sont respectivement égales ^ 777' Tvf ^t 7^' 
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Mais, d'après ce que nous vu (I. n"" 110), tout mou- 
vement élémentaire d'un corps solide autour d'un 
point est une rotation autour d'un axe instantané 01 
passant par ce point 0. Or, on peut décomposer à un 
instant quelconque la vitesse angulaire w de cette 
rotation en trois composantes p, q, r suivant les trois 
axes 0^, Oy, Oz^ ou bien en trois composantes suivant 
les droites O^p 0<2:, et OR. Le mouvement élémentaire 
du corps solide sera donc produit ou par les trois 
rotations élémentaires pdt^ qdty rdt autour des axes 
Ox, Oy et 0^, ou par les trois rotations rf<p, rf^, rf6 
autour de O^i, 0^ et OR. Ainsi donc, si sur ces dernières 
droites on prend des longueurs : 

d(D ^^ dit ^^ dd 

la résultante de ces trois longueurs sera la vitesse 
angulaire « de la rotation élémentaire du corps solide ; 
d'autre part, cette vitesse angulaire est aussi la 
résultante des trois vitesses angulaires jo, g, r, et ces 
dernières sont les projections de o) ^wr les trois axes 
Ox, Oy, Oz. 

Il résulte de là que la projection p de w sur l'axe Ox 
est égale à la somme des projections de OA, OB, OC sur 
l'axe Ox ; il en sera de même pour les deux autres axes. 

Nous aurons d'après cela : 

d(D , ddf dO 

p = -^ ces (z^Ox) + -^ cos {zOx) -h -^7 cos (ROa?) , 

d(p ddf dB 

î = -^ cos (zfiy) 4- -^ cos (zOy) ■+ -^ cos (ROy), 

d(p , dé dQ 

r = -^ cos (z^Oz) + -^ cos (zOz) + -^ cos (RO^). 
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Of, on à : - 



•i .' •• 



cos(z6œ) = 0, c6s(zOyj = 0, cos {zOz) = 1, cos (RO^) =- 0, 



Fig. 52. 




D'autre part , si 
nous imaginons une 
sphère d'un rayon 
égal à l'unité et 
ayant pour centre 
le point (fig. 52), 
elle rencontrera les 
axes et la droite OR 
aux points m, w, s, 
a, 6, c et R, et l'on 
trouve facilement les 
formulés suivantes : 



cos (zfiœ) = sin ^ 3in 0, cos (zfiy) = cos ^ sin G, 



cçs {zfiz) = cos 0, cos (ROâ?) =»- cos ^\f, cos (ROy) = — sin -^ ; 



I. » 



par conséquent, on a : 



p =^ -^ sm ijy sin + -^ cos ^, 



^9 I • /^ dO . 



c^ 



#. 



r«*^cos6+ ^^ 
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S50. Ubmarquk. — On obtiendra plus simplement 
ces formules en appliquant ce théorème que, pour 
projeter une longueur sur une direction, on la projette 
sur trois axes rectangulaires, et Ton fait la somme 
de ces projections projetées sur la direction. Nous 

Fig. 53. 




devrons donc, au lieu des trois droites 0^:, Oz^ «t OR, 
prendre trois droites rectangulaires. Or, OR et 0^ sont 
perpendiculaires, et 0^, est dans un plan perpendiculaire 
à OR. Menons par le point (fig. 53) une droite OK 
dans le plan œOy, perpendiculairement à OR, et 

décomposons -X dirigée suivant 0^^ en deux compo- 
santes dirigées suivant Oz et OK et qui seront respecti- 

"T7 cos et -:77 
dt dû 

Il en résultera que les projections de « sur les trois 
axes rectangulaires O-î, OR et OK sont respectivement 
égales à : 



vement égales à -;t7 cos et ^ sin 0. 



dit , df 



d^ d<f . t, 
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En appliquant le théorème des projections que nous 
venons de rappeler, il vient : 



p = ^ sm 9 sin '^ + -^ cos ^, 



d<9 dQ 

•^ sin 6 cost{; — -^ sin ^, (1) 



dt dt 

Ce sont les formules que nous avons trouvées tantôt. 

261. Il est évident que, si nous parvenons à déter- 
miner jp, g, r en fonction de ^ nous pourrons au 
moyen de ces trois formules (1) déterminer (p, ^, 6 en 
fonction de t. 

Le problème est donc ramené à la détermination 
de p, ç, r en fonction de t. C'est ce que nous obtien- 
drons au moyen du principe de d'Alembert. 

262. En appliquant ce principe au premier problème, 
nous devrons écrire qu'il y a équilibre, au moyen des 
liaisons, c'est-à-dire du point fixe, entre les forces 
d'impulsion et les quantités de mouvement initiales 
et finales, ces dernières étant prises en sens contraires 
(n"" 172). Or, le corps partant du repos, les quantités 
de mouvement initiales sont nulles, et, par conséquent, 
il nous suffira d'écrire qu'il y a équilibre, au moyen des 
liaisons, entre les forces d'impulsion et les quantités de 
mouvement finales prises en sens contraires. 

En appliquant le principe de d'Alembert au second 
problème, nous devrons écrire qu'il y a équilibre, 
au moyen des liaisons, entre les forces motrices et les 
forces d'inertie (n^* 167). 
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Or, en tTansportant les forces à Torigine 0, elles, se 
composeront en une force unique et un couple unique ; 
la force unique étant détruite par le point fixe, il nous 
suffira d'écrire, dans le premier cas, qu'il y a équilibre 
entre le couple des forces de percussion et le couple des 
quantités de mouvement, prises en sens contraires ; 
et, dans le second cas, qu'il y a équilibre entre le couple 
des forces motrices et le couple des forces d'inertie. 

Nous devrons donc chercher à déterminer, d'une 
part, le couple des quantités de mouvement, et, d'autre 
part , le couple des forces d'inertie , par rapport 
à trois axes fixes dans le corps et mobiles avec lui, 
ces axes étant d'abord quelconques. 

258. Soient 01 l'axe instantané (fig. 54), w la viteèse 

angulaire de la rotation, p, g, r 
ses composantes suivant les axes 
mobiles Oœ, Oy.Oz; m un point 
du corps, œ, t/, z ses coordon- 
nées, et p sa distance à l'axe 01. 
La vitesse de ce point m est 
v =-= wp ; ses composantes suivant 
les axes sont données par les 
formules (I, n® 156) : 



Fig. 54. 







dy 



dz 
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De ces équations on tire : 



dœ , dy . dz 



dœ ^ dy ' dz 



On en ronclut que la vitesse v est perpendiculaiy^e au 
rayon vecteur Om, et à Vaxe inslpiniané de rotatio7i ; 
elle est donc perpendiculaire au plan mOh 

254. D'autre part, si l'on désigne par 2T la force 
vive totale du corps, on a : . . 



ou bien : 



dm 



2T = f \iq^-- ryf + (rx — pzY + (py — qxf \ 



= Ajo* + B$2. -f Cr« — 2Dçr — 2Epr— 2Fpq. 



On a d'ailleurs aussi : 



2T = f-^ dm = l^isyydm = w« ffdrk = w«I, 



I étant le moment d'inertie du corps par rapport à 
l'axe 01. 
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265. Cherchons maintenant les œuples composants 
du couple des quantités de mouvement. En désignant 
ces couples par L^ Mj, Nj, nous aurons : 

En remplaçant -yt' Ift' Iff ^^^ ^^^^ valeur, il vient : 

h^ -= J \y (py — qoc) — z (rœ — pz) \ dm, 
ou bien : 



(2) 



Lj -= Ap — Fj — Er ; 
on trouve de la même manière : 

Ml « Bç — Dr — Fjo, 
Ni « Cr — Ep — Dg. ; 

Ce sont les expressions des trois couples composants 
du couple des quantités de mouvement par rapport aux 
axes mobiles avec le corps. 

Connaissant ces trois couples, nous aurons immédia- 
tement les équations du mouvement initial du corps 
sous l'action des forces d'impulsion. En effet, en 
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désignant par L, M, N les sommes des moments des 
forces d'impulsion par rapport aux axes mobiles, nous 
aurons (n** 25S) : 

L ^ Ap — Fq — Er, 

M ^ Bj — Dr - F/), (3) 

N — Cr — Ep — Dq. 

Telles sont les équations du ^nouvement initial d*iin 
corps solide au repos^ retenu par un point fiœe^ et 
sollicité par des forces d'impulsion. 

256. Remarque. — Si l'on suppose que les axes 
mobiles par rapport auxquels on prend les sommes 
des moments des forces d'impulsion, et les sommes des 
moments des quantités de mouvement, sont les axes 
principaux du corps, on a (n^ 144) : 

D = 0, E = 0, F = 0; 
par suite, les équations du mouvement deviennent : 

M = Bq, (4) 

N «^ Cr. 

De ces équations on tire : 



•f 



L M N. 

p-r Î--, r--. 
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la vitesse uiigulaire a» de la rotation initiale est donnée 
\}sr la formule : . ; : 

w = |/p2 + q^ + r2, 

et cette rotation s'effectue autour d'un axe dont la 
direction fait avec les axes coonfonnês des angles «, (3, y 
donnés par les formules : 



cos a *^ .A I'.; ♦ cos p.~^ >^ ■ i 



r 

cos y == —;=^ 



VP^ + ?* + r' 



257. Propriété. — Il est facile de voir que les 
seconds membres des équations (3) ne sont autres que 
les dérivées partielles de la fonction T {rf 254), prises 
respectivement par rapport à /;, ^, r. On a donc pour 
les équations du mouvement : 



dp oq or 



Ces équations expriment la propriété suivante : 
Les trois couples composants du couple d'impulsion 
sont respectivement égaux aux dérivées partielles de la 
moitié de la force vive du solide par rapport aux trois 
composantes p^ q, r de la vitesse angulaire, 

258. Propriété. — La somme des mœnents des 
quantités de mouvement par rapport à Taxe 01 est égale 
à la composante du couple d'impulsion suivant ce mêtne 

axe 01. ,: * 
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En effet, on a pour la somme des moments des quan- 
tités de mouvement par rapport à Taxe 01 : 



/ vdm . p =5s / (op*rfm == wl, 



I étant le moment d'inertie du corps par rapport à 01. 
D'autre part, on a aussi, en désignant par G le moment 
du couple d'impulsion : 



ces (w, G) == -^ -^ ; 



<l'où : 



«G cos (w. G) = Lp + A^^ 4- Nr 



^t, en remplaçant L, M, N par leurs valeurs (3) 



mG cos («, G) = A/9« + Bî^ + Cr« 



— 2\)qr — 2Er;î — 2Fpq == w^j . 



<roii : 



Gcos(w, G) «=• wL 



Par conséquent, 



G cos («, G) == / vdm . p, 



ce qui démontre la propriété énoncée. 

24 
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259. Théorème. — Vaœe instantayié de la rotation^ 
produite par le couple de^ forces d'impulsion est le 
diamètre conjugué au plan de ce couple dans Vellipsoïde 
central relatif au poi7it fixe. 

En effet, les cosinus directeurs de l'axe instantané 
avec les axes principaux relatifs au point sont 

proportionnels à p, q, r, c'est-à-dire (n* 256) à 

L M N 

-, _, ~. Or, l'équation de l'ellipsoïde central rapporté 

ABC 

à ses axes principaux Ox, Oy, Oz est : 

AX* + BY« + CZ» — 1. 

Le plan du couple d'impulsion ayant pour équation : 

LX + MY + NZ = 0, 



le diamètre conjugué à ce plan dans l'ellipsoïde fait 

avec les axes des angles dont les cosinus sont proï)or- 

L M N 

tionnels à t-, -5, ^. Par conséquent, Taxe instantané 

est conjugué au plan du couple d'impulsion, et le 
théorème est démontré. 

260. Passons maintenant au cas où le solide est 
sollicité par des forces continues. Nous aurons à 
chercher (n^ 252) les sommes des moments des forcer 
dUnerlie par rapport à trois axes fixes dans le corps- 
et mobiles avec lui. 

A cet effet, nous chercherons les sommes des moments^ 
des forces effectives par rapport à ces mêmes axes, 
que nous supposerons d'abord quelconques. Nous aurons 
donc à déterminer les expressions : 
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Or, on a pour les composantes de l'accélération 
totale du point m : 

d'x _l dz_ dy\ I dq dr\ 
dli ~Vdt ^ dt}'^Vdi~y dtr 

d^}/ I dx dz^\ y ( dr dp\ 

'W~\Tt ^dll'^r'di^^dlr 



d^l 
dt^ 



V'dê ^Ttl + \^ di ""-dtr 



De ces formules on conclut que la force effective en 
un point m du corps est la résultante de deux forces F 
et F', ayant respectivement pour composantes : 

(^â-^i)'^'"' (^S--p$)*^' (^S-^S)^"*' 

et 

(^â-^S)^"^' (^S-^S)^''^' (î'f-^f)^'" 

Il est facile de voir que la première force F est 
normale à la trajectoire de l'élément dm, et à l'axe 
instantané 01. 
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En effet, on a identiquement : 
/ dz dfj\ j / dx dz\ , , / di/ dx\ , . 

l dz di/\ I dx dz\ , / dy dx\ . 

\i-m-''7ii) i; ■'■ y'-dî-^di) ^ + (p-â-^di)''^^- 

Cette composante F est donc une force centripète. 

L'autre composante F est une force tangentielle ; 
sa direction est précisément celle que prendrait 
Télément dm, si le système était sollicité par les 
trois vitesses angulaires dp^ dq, dr autour des axes 
Ox, Oi/, Oz, c'est-à-dire par les vitesses qui, se compo- 
sant avec les vitesses angulaires jo, q, r, déterminent 
la nouvelle position {p + dp, q + dq, r + dr) de l'axe 
instantané au bout du temps dt. 

Observons ici que, si nous imaginons les deux cônes 
qui servent à représenter le mouvement (I, n"* 110), 
on peut dire que cest aux forces centripètes qu'est 
dû le contact d'un cône sur l'autre, et aux forces 
tangentielles qu'est due la succession des axes instan- 
tanés de rotation. 

261. Si nous reprenons les équations (5), et si nous 
désignons par L,, Mj, N\ les couples composants du 
couple dos quantités de mouvement, lesquels ont pour 
■expressions : 
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il est évident que Ton a : 



L\ = 



dt 



M' = ^^^\ N' 



dN, 
dt 



Or, comme on a : 



L, = Ajo — Fg — Er, 
Mj =B$' — Dr — Fp, 



N, = Cr — Ejo — Dg, 



((>> 



on en conclut : 



, _ .dp dq 



dr 



dk 



dF 



dE 



dt ^ dt ^ dl'^^ dt * dt ^ dt' 



dq 



dr 



dp 



dB 



dD 



dF 



M'i==B7^-I^777-F-/7 + g-^~r;^-p-^ 



dt 



dt 



dt 



dt 



dt 



dt' 



dr 
It 



dp_dq 
dt dt 



N'i =C^.- E^-D^+ r-^-^-^-g 



de 

dt 



dE 
dt 



dp 
dt* 



Ce sont les expressions des trois couples composants 
du couple des forces effectives, rapportés aux trois axes 
mobiles avec le corps. 

Si donc nous désignons par L, M, N les trois couples 
composants des forces extérieures appliquées au corps 
solide, ou les sommes des moments de ces forces prises- 
par rapport aux axes mobiles, nous aurons (n** 252) 
pour les équations du mouvement du corps : 
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dp dq ^dr dk (^ r^^-i 

^ dJ~^ 'dé ~ ^di + ^ dt ^ di~' dJ-^' 

^dq ^dr „dp . dB dD rfP , . „ 

^m-^dî-^di-^^di-'^dt-Pdt-^' ^ 

^dr ^dp r^dq ^ dC dE dD 

''dt-^I-^-i+''dî-p-di-^dt''^- 



262. Les premiei^ membres de ces équations peuvent 
être mis sous une autre forme qui nous conduira à 
certaines remarques importantes. En effet, des for- 
mules : 

A « /*(y« + z^)d77i, B= / (X'+ z^) dm, C = f[x'^ 4- y«) dm, 

D =-' I yzdm, E = / xzdm, F = / xydm, 
on tire : 



dk d¥ rfE ^ ri dy , dz\ ^ 

Pdt-^Ti-''di=^pJ(yit+'di)'^''' 

dy . dx 



*/(^i + 2/^f)rfm 



r l dz ^ dx\ . 



mais, des deux équations (n° 253) : 

dx . dy ^ dz ^ 

dx ^ dy , dz 
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on tire : 



/ dy , dz\ I dy , dz\ 

Par conséquent, en substituant et réduisant, on a : 
rfA rfF dK ri dy dx\ , ri dx dz\ ^ 



= çN, — rM,. 



On a donc : 



dt ^dl ^ dt ^ dt ^^^' ^^" 
dt ^ dt ^ dt " dt ^^^' ^^" 



rfN, „dr „dp r^dq , .. . 

-dt^-^di-^I-^di-^P^^-^^^' 



«t, en posant ': 



'W~ dt dt dt' 



à^i rfr dp dq 

dt ~^ dt dt " dt' 



(8) 
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il vient : 



Les équations (7) du mouvement peuvent alors être 
mises sous la forme suivante : 

% + gN, - rM, - L, 






+ pMi — çLi = N. 



Ces équations déterminent les composantes p, g, r 
de la vitesse angulaire de la rotation instantanée ► 
Ces composantes connues, on déterminera les angles 
tp, ^, 9 au moyen des formules (1). 

263. Remarque. — Les équations (10) prennent une 
forme plus simple, si Ton prend pour axes mobiles les 
axes principaux du corps. On a alors D = 0, E =« 0^ 
F s= ; les équations (6) nous donnent : 

Li -= Ajo, Ml = Bq, N^ = Cr, 

et les équations (8) deviennent : 

(?Li _ rfp dMj^ -_ p ^ ^ ^r — 
W^ dt' dt ''^ dt' dt ^^ dt' 
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Les équations (10) prennent la forme suivante : 

B ^ + fA - C) rp = M, (11) 

C J + (B-A)pg = N. 

Ce sont les équatioiis d'Euler. Elles ne renferment 
pas les réactions du point fixe : c'est ce qui résulte 
de la manière dont elles ont été établies. D'ailleurs, 
si l'on introduisait les réactions du point fixe, ces 
réactions devraient être comprises parmi les forces 
extérieures, c'est-à-dire dans les seconds membres 
de (11). Mais, les moments de ces réactions par rapport 
aux axes fixes dans le corps sont constamment nuls, 
et par conséquent n'entreront pas dans L, M, N, qui 
ne contiendront donc que les moments des forces 
extérieures par rapport aux axes principaux du corps. 

Ces équations (11), jointes aux équations (1), nous 
donnent six équations différentielles du premier ordre 
pour déterminer les six fonctions jo, q^ r, cp, A, ^ 
en fonction de t. L'intégration de ces équations introduit 
six constantes arbitraires que l'on détermine par les 
circonstances initiales du mouvement , c'est - à - dire 
les positions initiales «Po, ^^o» ^o ^t les vitesses angulaires 
initiales p^, Qo, ^o- 

Lorsque L, M, N sont exprimés en fonction de p, q^ 
r, t seulement, l'intégi^ation des équations (11) donnera 
p, q, r en fonction de t, avec trois constantes arbitraires ; 
substituant ces valeurs dans les équations (1), on aura 
trois équations pour déterminer <p, ^, 6 en fonction de t^ 
avec trois nouvelles constantes arbitraires. 
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Si L, M, N sont donnés en fonction de ?, '|, 9, t, 
ce qui est le cas le plus général, il faudra éliminer 
/;, q, r entre les équations (1) et (11), ce qui nous 
conduira à trois équations différentielles du second ordre 
entre les variables 9, ^, et le temps t. 

264. Propriété. — Les équations (9) donnent lieu 
à des remarques importantes. 

Si nous observons que L^, M,, N^ sont les coordonnées 
du pôle du couple des quantités de mouvement^ par 

rapport aux axes mobiles, -^^ —rr^ -37» seront les 
^* ' dt dt dl 

composantes de la vitesse absolue de ce pôle parallèle- 
ment aux axes mobiles. 

Les équations (9) nous apprennent que la vitesse 
absolue du pôle, considéré comme un point mobile, est 
la résultante de deux vitesses partielles : Tune, qui a 
])our composantes gNj — rMj, rh^ — pNj, pM, — qh^, 
ost la vitesse que le pôle aurait s'il était invariablement 
lié au corps solide (I, n° 156), c'est-à-dire la vitesse 

d'entraînemeiit ; l'autre, qui a pour composantes -rf^ 

— TT^ y —Tj » est la vitesse relative du pôle, telle qu'elle 

apparaîtrait à un observateur qui participerait au 
mouvement. 

265. On reconnaît facilement que ces deux vitesses 
partielles représentent en grandeur et en axe, la 
première la composante du couple des forces effectives 
qui se rapporte aux forces centripètes, la seconde 
la composante de ce couple qui se rapporte aux forces 
iangeiitielles. 



j . Nous appelons ainsi l'extrémité de l'axe du couple des quantités 
de mouvement. 
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En effet, les composantes de la force effective centri- 
pète pour un élément dm étant (n^ 260) : 

/ dz dy\ , I dx dz\ . I dy dx\ ^ 

YTt-''tir'^ i^'di-PTtr"'' \^ti-^-dir"'^ 

nous aurons pour la somme des moments de ces forces 
par rapport à l'axe des œ : 

/(/ dy dx\ I dx dz\ \ . 

ri dy , dz\ , C dx ^ r dx j 

/7 dy dx\ , ri dx dz\ ^ 

D'autre part, les composantes de la force effective 
tangentielle pour l'élément dm étant (n^ 260) : 

/ dq dr\. / dr dp\ . 1 dp dq\. 

v^-y-dir'' y'Tt-'-èr''^ vlt-'^dir'^^ 

nous aurons pour la somme des moments de ces forces 
par rapport à l'axe des x : 

r\( dp dq\ / dr dp\ } , 



dt dt dt dt 

La propriété énoncée est donc démontrée. 



dm 
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266i. Remarque. — Les équations (10), et les 
équations (11) qui se rapportent au cas particulier, 
n'expriment donc rien autre que le théorème connu 
{n^ 186) que l'axe OG du couple résultant des forces 
extérieures relatif au point pris pour origine est 
égal et paralèlle à la vitesse du point K extrémité de l'axe 
du couple résultant des quantités du mouvement. 

Il est bon d'observer que l'on aurait pu obtenir les 
équations (10) et (11) en appliquant directement 
ce théorème. 

En effet, soient Ojt, Oy, Oz les trois axes principaux 
du corps relatif au point fixe, L, M, N les couples 
composants du couple des forces extérieures ; les couples 
composants du couple des quantités du mouvement 
sont A/3, Bç, Cr ; ce sont les coordonnées de l'extré- 
mité K de l'axe de couple. Les composantes de la vitesse 
relative du point K par rapport aux axes Ox, Oy, Oz 

sont A -^ , B -~ , C -T7 • Pour avoir les comix)santes 
dt dt dt 

de la vitesse absolue du point K par rapport aux axes 
Ox, 0?/, Oz^ il faut ajouter aux composantes de la vitesse 
relative les composantes de la vitesse (Tenir aînenienf 
du point K, c'est-à-dire les composantes de la vitesse 
de ce point supposé invariablement lié au corps^ 
composantes qui ont pour expressions (I, n"" 156) : 

g . Cr — r . Bg, r , Ap — p . Cr, p .Bq — q . kp, 

ou bien : 



(C - B) qr, (A — C) rp, (B — A) pq. 



et nous aurons facilement les équations (11). 
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267. Cas particulier. — Si les forces extérieures 
-sont nulles^ ou si elles se réduisent à une force unique 
passant par le point fixe 0, on a : 

L «= 0, M = 0, N »= a ; 

et les équations du mouvement (11) prennent la forme 
jsuivante : 



A ^ + (C - B) gr = 0, 

B ^ + (A - C) r;? = 0, (12) 






On trouve une première intégrale de ces équations, 
en les multipliant respectivement par/?, q, r et ajoutant; 
il vient : 

Kpdp -\-Bqdq-{- Crdr = 0, 

dV)ù, (Ml intégrant, 

Ap« + Bq^' + Cr« = h. (13) 

h étant une constante. Or, le premier membre de cette 
équation (13) n'est autre que la force vive totale du 
système (n"" 254). Elle exprim<î donc que la force vive 
du système est constante. 

(Test d'ailleurs ce qui résulte du théorème général 
des forces vives (n"" 204), puisque, dans le cas actuel, 
le travail des forces extérieures est nul. 
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On obtient une deuxième intégrale des équations (12) 
en les multipliant respectivement par Ap, Bq, Cr^ 
et ajoutant ; il vient : 



A^pdp + B^qdq + Ch-dr = 0, 

d'où, en intégrant, 

A^p* + BV 4. c2r« « k% (14) 

A« étant une constante. Cette équation exprime que 
la somme des ^noments des quantités de mouvement 
est constante pendant toute la durée du moucement. 

C'est d'ailleurs ce qui résulte du théorème général 
des moments des quantités de mouvement, qui nous- 
apprend que, dans le cas actuel (n*^ 188), Taxe résultant 
des moments des quantités de mouvement reste constant 
en grandeur et en direction. Cet axe ayant pour 
composantes Ap, Bg, Cr, ses cosinus directeurs sont 

-^ , -^ , -7- . Or, le plan du maximum des aires étant 
k k k 

perpendiculaire à cet axe, il s'ensuit qu'il fait avec 
les i)lans coordonnés des angles dont les cosinus sont 
Ap Bq Cr , -94^ 

Les intégrales (13) et (14) étant connues, on en tire : 



j k' — RA + (B — C) Cr» 

^^ A (A - B; 



, _ k' - AA+ (A - C)Cr«. 



(15) 



r- 



B iB — A) 
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substituant ces valeurs dans la troisième équation (12) 
il vient : 






Comme le temps t croit constamment, dt est toujours^ 
positif, et Ion prendra le signe + ou le signe — suivant 
que dr sera positif ou négatif. 

L'équation (16), étant intégrée, nous donnera t en 
fonction de r, et la constante sera déterminée par 
la valeur initiale de r. On en déduira r en fonction 
de t, et, par conséquent, p et q au moyen des formules 
(15). Mais l'équation (16) ne peut être intégrée dans 
le cas général ; l'intégrale du second membre dépend 
des fonctions elliptiques. 

Elle est intégrable dans le cas où deux des trois 
moments d'inertie principaux A, B, C sont égaux, 
ou encore si l'une des quantités telles que k^ — Bh est 
nulle, parce qu'alors il ne reste plus qu'un radical 
du second degré. 

268. Il est facile de voir que, si l'on supposo 
A < B < C, les expressions k^ — Ah et k^ — Ch sont 
toujours de signes contraires, et que la quantité 
A* — B^ peut seule devenir nulle. 

En effet, des équations (13) et (14) on tire facilement : 

A« — AA = B (B - A) (?« + C (C — A) r«, 
A« — BA = A (A - B) p« + C (C — B) r«, 
At _ cA = A (A — C) ;o« + B B C) j*, 
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et, il est évident que k^ — Ah > 0, k' — Ch < 0; 
tandis que l'expression ft* — Bh peut être positive, 
négative ou nulle. Ainsi donc, de ces trois quantités 
une seule peut être nulle : c'est celle qui correspond 
à l'axe moyen de l'ellipsoïde d'inertie ; les deux autres 
sont toujours de signes contraires. 

269. Remarque. — On peut calculer la vitesse 
angulaire w en fonction de ^ de la manière suivante 
qui a l'avantage de donner des formules symétriques. 

De l'équation : 



(^2^pij^qi + r\ (17) 



ctn tire : 



d\ï dp dq , dr 

dt) do dï* 
et, en remplaçant -4j^ -y^» -ir par leurs valeui's tirées 

des équations (12), il vient : 

dr,^ (A — B) (A — C) (B - Cl 
""•dt-J'^'^ • ÂBÔ 

D'ailleurs, les équations (13), (14) et (17) nous 
donnent : 



_ ^ k^ - (B + C) fe + BCto^ 

^^ "■ ^ lA - B) lA — C) 



_ ^ /A* — (0 -h A) A -h ACw« 



^ V (B — A)(B — C) * ' 



_ ^ / ^» — (A -h B) A + BÂÔj» 
~V \C— A)(C-B; 
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et, par suite, 






V |(B -I- C)A— A«— BCoV^i Î(A4- C)A - ft«— ACw^lJ (A+B)/i— A*— ABw«j ' 

Cette équation, étant intégrée, nous donnera m en 
fonction de t, et alors les équations (18) déterminent 
p, g, r en fonction de t, et le problème sera résolu. 



Méthode de Poinsot. 



270. La solution analytique du problème de la 
rotation d'un corps solide autour d'un point fixe est très 
compliquée. Comme nous venons de le voir, même dans 
le cas particulier où il n'existe pas de force motrice, 
le problème nous conduit à une intégrale elliptique. 
On ne peut donc pas déterminer le mouvement d'une 
manière complète. Mais, oii peut démontrer, par la 
méthode de Poinsot, les propriétés géométriques du 
mouvement. 

271. Théorème. — A chaque instant^ Vaxe instan- 
J;ané de rotation est le diamètre conjugué au plan 
du couple résultant des quantités de mouvement dans 
^ellipsoïde central. 

Soient Ox, Oy, Oz les axes principaux du point 
à un instant quelconque. L'équation de l'ellipsoïde 
central est : 

AX2 + BY2+CZ«= 1, ' 

25 
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Le mouvement du corps à cet instant est une rotation 

instantanée autour de Taxe 
01 (fig. 55). Soient P le 
point où cet axe instantané 
rencontre la surface de 
l'ellipsoïde central, point 
que nous appellerons le 
pôle instantané^ x\ y\ z^ 
les coordonnées de ce point, 
et MN le plan tangent 
en ce point à l'ellipsoïde 
central. 

L'équation du plan tangent étant : 

AXo?' + BYy' + CZ^' - 1, 

nous allons démontrer que ce plan est parallèle au plan 
invariable du œuple résultant des quantités de mouve^ 
ment^ ou au plan du fnaœimum des aires, lequel a pour 
équation : 




L,X + MiY + N,Z«0, 



ou bien : 



ApX + B^'Y + CrZ — 0. 



En effet, le point a?', y\ z' étant sur l'axe instantané 01, 
à une distance OP «= p de l'origine, nous aurons pour 
les cosinus directeurs de l'axe 01 : 



X' 

CCS a r= — , ces 

P 



?-^. 



z 



t 



ces Y — — , 

P ^ P 
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mais, on a aussi : 



cos a == ^ , cos p «- - , cos y = - . 

On en conclut que jo, -3, r sont proportionnels 
à o(f^ y\ z' ; donc Ap, Bg, Cr sont proportionnels 
à kx\ By\ Cz\ Il résulte de là que les deux plans sont 
parallèles, et, par suite, l'axe 01 est conjugué au plan 
du couple résultant des quantités de mouvement. 

Par conséquent, si l'on mène à l'ellipsoïde central 
relatif au point un plan tangent perpendiculaire à l'axe 
du couple résultant des quantités de mouvement, le point 
de contact P de ce plan sera le pôle instantané de la 
rotation. 

272. Théorème. — La vitesse angulaire de la rotation 
instantanée est proportionnelle au demi diamètre qui 
va du centre au pôle instantané de rotation. 

En effet, l'équation des forces vives : 

nous donne: 

I étant le moment d'inertie du corps relatif à l'axe 01. 
Or, p étant le demi diamètre OP, on a (n** 143) : 

P 
par conséquent, 

-- « ft, d'où : (0 « p [/h, 

P 



ce qui démontre le théorème énoncé. 
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273. Théorème. — Le plan tangent qui passe par 
le pôle instantané de rotation est à une distance 
constante du point fixe, 

p]n effet, si du point fixe on abaisse une perpendi- 
culaire OQ « 3 (fig. 55) sur ce plan, on a : 



[/K^ûcf^ -h B'y* + C»^'* 



Or, en égalant les valeurs de cos a, cos (3, cos y, 
trouvées ci-dessus (n° 271), on a : 



01 CO (a) 



par conséquent. 



0) 0) l/h 

*^ ^= const. 



P^/a'jo* -+- B'^î'^ -h L'^r» 



Ap ft 



Comme d'ailleurs la direction de ce plan tangent 
parallèle au plan du maximum des aires est aussi 
constante, il s'ensuit que ce plan tangent sera co77iplè-' 
tentent fixe dans Vespace, 

274. Propriété. — Il est évident que OQ est 
la projection de la longueur OP sur la direction de 
Taxe OQK, qui est Taxe des moments des quantités 
de mouvement. Or, nous venons de démontrer que 
cette longueur OQ est constante ; par conséquent, la 
l)rojection de la longueur OP sur l'axe OQK est constante. 
Il en sera de même de la projection sur OQK de la vitesse 
angulaire w, laquelle est proportionnelle à OP. Donc, 
la vitesse angulaire de la rotation^ estimée suivant Vaxjce 
des moments des quantités de mouvement^ est constante. 
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275. Image du mouvement. — On peut résumer 
les propositions que nous venons de démontrer dans 
l'énoncé suivant qui forme le théorème de Poinsot\ 

Théorème. — Si Von cojisidère les positions succes- 
sives de Vellipsoïde central pendant la rotation du corps ^ 
on peut se représenter le mouvement du corps en 
concevant que Vellipsoïde central dont le centre est 
maintenu fixe se meuve de manière à 7^ester constam- 
ment en contact avec un plan fixe dans Vespace absolu 
sur lequel Vellipsoïde roule sans glisser, Uaxe instantané 
de rotation est à chaque instant le diamèti'e qui passe 
par le point de contact, et la vitesse angulai7*e de cette 
rotation est proportionnelle à ce diamètre. 

Pour déterminer ce plan fixe, on prendra sur l'axé OK, 

à partir du point fixe 0, une longueur OQ = — — » 

ri 

€t Ton mènera par le point Q un plan MN perpendi- 
culaire à OK. 

276. Remarque. — Le mouvement relatif de 
l'ellipsoïde par rapport au plan ne sera pas modifié, 
si on laisse l'ellipsoïde fixe, et si l'on fait rouler 
le plan MN sur la surface de cette ellipsoïde de manière 
que sa distance au point reste constante. 

277. Propriété. — Le point de contact du plan 
et de l'ellipsoïde, c'estrà-dire le pôle instantané, décrit 
sur la surface de l'ellipsoïde une courbe que Poinsot 
a appelée po/Aoc?e> ^ Ce même point décrit sur le plan 
fixe une seconde courbe, appelée herpolhodie^, sur 
laquelle la polhodie vient rouler dans le mouvement 
relatif. Ces deux courbes sont les bases des deux cônes 



1. Poinsot. Théorie nouvelle de la rotation des corps, p. 77. 

2. Route du pôle, de nolo; et ôcJo;. 

3. Route serpentante du pôle, de If^nu. 
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ayant leurs sommets au point : la polhodie est 
la base du cône fixe dans le corps et mobile avec lui, 
rherpolhodie la base du cône fixe dans l'espace. 

278. On peut trouver facilement les équations de la 
polhodie en la considérant comme le lieu des points 
du contact de rellipsoide central avec un plan mobile 
qui resterait à une distance constante d du centre. 

Désignons par X, Y, Z les coordonnées d'un point 
du lieu ; puisque ce point est sur l'ellipsoïde central, 
nous aurons : 

AX* + BY« + CZ* — 1. (A) 

D'autre part, l'équation du plan tangent à l'ellipsoïde 
au point (X, Y, Z) étant : 

AXoj' + BYy' +CZ^'« 1/ 

nous aurons : 



6 =r 



1/a«X* -t- B^Y^ 4- C*Z*' 



ou bien : 



A^X* 4- B«Y« + C«Z« -= ~ = ^ . (B) 

Les équations (A) et (B) sont celles de la polhodie. 
Elles représentent deux ellipsoïdes ayant les mêmes 
plans principaux : l'intersection de ces deux surfaces 
est donc une courbe qui se projette sur les plans 
coordonnés suivant des courbes du second degré. 



l. Dans cette équation a?', y\ z^ sont les coordonnées courantes. 
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279. Proposons-nous de trouver l'équation du lieu 
des axes instantanés dans Vintérieur du corps. 
Les équations de l'axe instantané sont : 

X ^ Y ^ _Z 

p q"" r' 

p, q, r satisfaisant aux équations de condition : 

kp^ + Bg« + Cr* =. A, 

ce sont les équations d'une génératrice du cône. 
Pour obtenir l'équation du cône, il faut éliminer p, q^ r 
entre les quatre équations précédentes. Or» de ces 
équations on tire : 

X __ Y _ Z _ l/ AX^ -¥ B yg + CZ^ ^ l/ A'X^ 4- B»Y^+ C^Z^ ^ 
P "" î ^ |/'Ap« + Bî« -t- Cr« "" j/a«p* + BV + CV** 

Les deux derniers rapports nous donnent, en ayant 
égard aux équations (C) : 

AX2 4- BY2 -4- CZ« A2X« + B«Y* + C*Z« 



A A* 



ou bien : 



AX« ( A* — AA) + BY* (A2 — BA) + CZ« ( A« - CA) = 0. (D) 

C'est l'équation du lieu. Comme les expressions 
h^ — AA et A' — CA sont de signes contraires (n^ 268), 
<;ette équation représente un cône elliptique du second 
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degré ayant pour sommet le centre 0. Il est évident^ 
puisque k^ — M > 0, A* — C/i < 0, que Taxe de ce 
cône sera le grand axe ou le petit axe de l'ellipsoïde 
central, suivant que k^ — Bh sera négatif ou positif, 

c'est-à-dire suivant que l'on aura -tt ^ -^' Or, comme 

on a (n** 273) : d^ = OQ == -r-» il en résulte que le cône 

aura pour axe le grand axe ou le petit axe de l'ellipsoïde 

suivant que o^ sera plus grand ou plus petit que b =" ^'t 

c'est-à-dire suivant que la distance $ qui est comprise 
entré a et c sera plus grande ou plus petite que Taxe 
moyen de l'ellipsoïde. 

On conclut de là que la polhodie peut être considérée 
comme l'intersection de la surface (D) avec l'ellipsoïde 
central. C'est donc une courbe fermée à double courbure 
qui entoure le sommet du grand axe ou celui du petit 
axe de l'ellipsoïde, suivant que à > b o\x < b.^ 

Il est évident que le cône (D) devient circulaire autour 
* de l'un des axes principaux, si les moments d'inertie 
relatifs aux deux autres sont égaux. Il se réduit à deux 
plans, lorsque k^ — BA = 0. 

Observons que cette équation (D) peut être obtenue 
en combinant les équations (A) et (B). 

280. Cherchons encore le lieu de Vaxe du coupl^^ 
résultant des quantités de mouvement. Cet axe est, 
comme nous l'avons vu (n^* 267), immobile dans l'espace : 
il en résulte qu'il traverse le corps en mouvement suivant 
une série de droites qui forment un cône. 



l. Pour ]a discussion de cette courbe, voir le Mémoire de Poinsot^ 
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Les équations de l'axe de ce couple sont : 

Kp Bq Cr ' 

p, g, r satisfaisant aux équations ci-dessus (C) : ce sont 
les équations d'une génératrice du cône. Pour obtenir 
l'équation du cône, nous devons éliminer p, q, r ; or, 
on a : 



X _ Y _ Z _ 1/X^ -h Y^ -H Z--^ _ V A "^ B "^ C 

Les deux derniers rapports nous donnent, en ayant 
égard aux équations (C) : 

X* + Y« + Z* A "^ B "^ C 



k^ h 



ou bien : 



A B (>» 

C'est l'équation du lieu : elle représente aussi un cône 
elliptique du second degré. 
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Cas où deux des moments principaux d'inertie 

sont égaux. 



281. Supposons, par exemple, B = A ; l'ellipsoïde 
central est de révolution autour de l'axe des z. Les 
équations du mouvement sont alors : 



c?p , C — A L 



dq _ C ~ A M 

dt A ^^^A 

ç^ ^ N 
dt C' 



Dans le cas particulier où N '= 0, on a : 



_- «= 0, d'où r =» const. = n ; 
dt 



n sera évidemment la composante de la vitesse angulaire 
initiale suivant l'axe Oz. 
Si nous posons : 



C— A L , M 
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^ 

1 et fi étant des quantités qui peuvent être variables, 
les équations du mouvement deviennent : 

dt ^ *^ '' 
dq 

Lorsque l et fx sont des fonctions de t seulement, 
-ces deux équations sont faciles à intégrer. A cet effet, 
nous intégrerons d'abord les équations privées de seconds 
membres : 

De la seconde on tire : 

1 do 
^ y dt 

^t, en substituant dans la première, on a : 

L'intégrale générale de cette équation est : 

5 =»= P sin yt + Q cos yt, 
P et Q étant des constantes arbitraires. 
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On on déduit : 

p = P cos y^ — Q sin y^. 

Pour intégrer les équations avec seconds membres, 
il suffit de considérer P et Q comme des variables, 
et l'on aura pour déterminer les fonctions P et Q les 
deux équations : 

dp 

=» / ces yt + jjL sin yi. 



dt 

dQ 
dt 



= — / sin yt + IX CCS yt ; 



par conséquent, si X et u sont des fonctions de t, les 
fonctions P et Q seront données par des quadratures. 

282. Proposons-nous maintenant d'étudier le cas^ 
particulier où l'on a : 

L = 0, M = 0, N == 0. 

On a alors, comme dans le cas précédent, 

r « const. = n, 

et, en posant, comme ci-dessus : 

C — A 

les équations du mouvement sont : 

^ - Y» >= 



— 397 — 

On en tire Téquation du second ordre 



dont l'intégrale générale peut être mise sous la forme : 

p = asin(y^ + 8), 

a et p étant des constantes arbitraires que l'on détermine 
par les circonstances initiales. 
On en déduit : 

q = — acos(y^ + P). 

D'ailleurs, les intégrales (13) et (14) (n^* 267) nous 
donnent, dans le cas actuel, 

A (p« + g«) -f Cfâ* « h, 
A* (p2 + (f) + C^n^ = A« ; 



d'où l'on tire : 



pt j^ q^ ^ const. =? m^, 



et il est évident que m sera la projection de la vitesse 
angulaire sur le plan des xy. 
Or, on a aussi : 



rp^J^q^^ a«, 



par suite, 



a = m, 
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et, par conséquent, 



;2 « msin(y^ + p), 
q =^ ^m cos (y^ + P). 

Si, dans ces équations, on fait f -« 0, il vient : 

p^ =. m sin p, 
îo = — wi cos 3, 

équations qui serviront à déterminer m et j3 en fonction: 

de p^ et îo- 

D'ailleurs, comme l'axe OK du couple résultant des. 
quantités de mouvement est fixe (n^ 267), nous pouvons 
le prendre pour l'axe OZj (fig. 56) ; d'autre part, le& 




projections de OK sur les axes Oo?, Oy, Oz étant 
respectivement égales à Ap, kq^ Cn, on a : 



cos 9 



Cn 



Cn 



* |/A*m« + C«n« 



const. 
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L'angle 6 est donc constant, et, par conséquent, 
Vaœe de révolution de Vellipsoïde central fait un angle 
constant ai^ec Vaxe OK du couple résultant des quantités 
de mouve^nent ; en d'autres termes, cet aœe de révolution 
décrit un cône circulaire droit autour de OK. 

883. La vitesse angulaire de la rotation est donnée 
par la formule : 



(0 



= |/jo* -)- g* -f r* = [/m^ -f n* = C07ist, 



Donc, le ynouvement de rotation est uniforme. 

dB 

284. De ce que 6 -= const., il résulte que 757 *= 0, 

et alors les formules (n° 250) qui relient jo, q, r aux 
angles ?, ^, 6 se réduisent aux suivantes : 

dw 
p = sinQsin^j; --jj^ 



^ = sin 6 ces tL --? , 

^ dt 



ddi , ^ drp 
dt dt 

Des deux premières on tire : 



tg^=|--tg(y^ + ?). 



d'où: 



^ = «TT — (y^ + p), 



i étant un nombre entier quelconque. 
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La troisième nous donne : 



^ rf<P d^ . , C — A Cn 

ces 9-77-= n — -F7"»=w + Y-=wH 1^ — n = -7- 

dt dû * A A 



> 



d'où : 



rfqo Cn k 

~di "^ A cos "" A 



et, en intégrant, 



9 == r^ + To 



Donc, V intersection OA rfw ^ten û?y (c'est-à-dire cfw 
^>/an de Véquateur de Vellipsoïde) avec le plan x^y^ 
du couple résultant des quantités de mouvement se meut 
d'un mouvement uniforme sur ce dernier plan, c'est- 
à-dire autour de Vaxe OK. 

285. Propriété. — TJ angle que fait Vaxe instan- 
tané 01 avec Oz est constant ; en effet, on a ; 



cos (I, Z) = - = - = const. 

0) (1) 



Par conséquent, le lieu de Vaxe instantané dans le 
corps est un cône circulaire ayant pour axe OZ, c'est- 
à-dire Vaxe de révolution de Vellipsoïde. Il s'ensuit que 
la polhodie qui est l'intersection de l'ellipsoïde par ce 
cône sera un cercle. 

Il est facile de s'assurer que Vherpolhodie est aussi 
un cercle. En effet, cette courbe est l'intersection du 
cône décrit par l'axe instantané dans l'espace avec 
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le plan fixe. Or, l'angle que fait l'axe instantané 01 
avec OK est constant ; en effet, on a : 

cos(I,K) = ¥-^ + ¥.^ + ?.- = ^^2l±_2l±^ 



= -r— = const. 



Donc, Vaœe instantané 01 décrit dans V espace un cône 
circulaire droit autour de OK, et, par conséquent, son 
intersection avec le plan fixe perpendiculaire à OK sera 
un cercle. 

Il résulte de là que le mouvement du corps peut être 
produit par le roulement d'un cône circulaire sur un 
cône circulaire. 

286. Propriété. — Uaœe fixe du couple résultant 
des quantités de mouvement , l'aœe histantané de rotation 
et Vaxe de révolution de Vellipsoide central sont toujours 
dans un même plan. 



Cas où Ton a â^ — BA = 0. 



287. Reprenons les équations (13) et (14) (n^ 267), 
et multiplions la première par B ; nous aurons, en ayant 
égard à la relation BA -=^ A^, les deux équations : 

KBp'^ + BCr2 = ft2 — B^gS 

A2p2 4. CV2 = h^ — Wq^ ; 

26 
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on en tire : 



^ -= ^ \/mô^) ^'' - «'«'• 



'"^y/mc^)^^'-^'^'- 



De ces valeurs on conclut que Ton doit avoir 
k^ — B^ç* > 0, ou bien q^ < z^- Lorsque ?^ «= b« ' 

p et r sont nuls, et ils le seront, par conséquent, 
pendant toute la durée du mouvement, puisque Taxe Oy 
est alors un axe permanent de rotation (n° 241). 

Donc, _p et r conservent constamment les mêmes 
signes, et par conséquent, ceux de leurs valeurs initiales 
p^ et r^. Substituant les valeurs de jo et r dans la 
deuxième équation d'Euler, il vient : 



dt^±B^^' ^^ ^ 



V(C-B)(B- 



A) A* — B^q^ 



On prendra le signe + ou le signe — , suivant que 
Po ^t ^0 s^^* ^^ mêmes signes ou de signes contraires 
(puisqu'il en sera de même de p et r) ; suivant l'un ou 
l'autre de ces cas, dq sera positif, ou négatif. 

Si l'on suppose p et r de même signe, on a, 
en intégrant : 



i+h 



2k\ 



<="%/_ ^^ -i * 



=r 1 



(C_B)(B-A) ■i_B^ P 



— 403 — 

P étant une constante ; et, en posant : 



2k. / 



(C _B)(B-A) 
AC 



il vient : 



k Fe —1 , 
P^ + 1 

k 
Pour < == oo, on a g = ^ 1 et, par suite, jo = 0, r = 0. 

Donc, la direction de Vaœe instantané tend vers celle 
de Vttxe^ du moment d'inertie moyen. 

On arriverait au même résultat si Ton supposait p 
et r de signes contraires. 
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Mouvement d'un solide de révolution 

autour d'un point fixe 

pris sur son axe de figrure. 



Fig. 57. 



288. Considérons un solide de révolution homogène, 
fixé par un point pris sur son axe de figure, 
et soumis uniquement à l'action de la pesanteur. 

Imaginons par le point (fig. 57) trois axes 
Oa?p Oj/j, Oz^ fixes dans l'espace, l'axe 0.2:^ étant 
dirigé en sens contraire de la pesanteur ; menons par 
ce même point trois axes fixes dans le corps et 
mobiles avec lui Ox, Oy, Oz, l'axe 0^ étant dirigé 

suivant la partie de l'axe 
de révolution qui fait 
un angle aigu avec Oz^ 
à l'instant initial. 

Le centre de gravité G 

du corps est sur l'axe de 

révolution au-dessus ou 

au-dessous du point 0. 

^i Nous désignerons par l 

A la distance OG, et nous 

lui donnerons le signe -t- 

ou le signe — suivant 

que G sera au-dessus ou 

au-dessous du point 0. 

Soit C le moment d'inertie du corps par rapport 

à l'axe Oz qui est principal ; l'ellipsoïde central étant 

de révolution autour de 0-3^, les moments d'inertie du 










j 
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* 

corps par rapport à tous les axes menés par le point 
dans le plan xy perpendiculaire à Oz sont égaux : 
nous les désignerons par A, et nous aurons donc B =» A. 
Désignons encore par <p, ^, 9 les angles qui déterminent 
la position des axes mobiles Oo?, Oy, Oz par rapport 
aux axes fixes 007^,0^1,0^^, et par cp', ^', 6' les dérivées 
de 9, ^, 6 par rapport à t. 

On sait (I, n*^ 110) que le mouvement élémentaire 
du corps est une rotation autour d'un axe instantané 01, 
passant par le point : ce mouvement peut être décom- 
posé en trois rotations autour des axes O-^p 0^ et OA. 
Par analogie avec le mouvement de rotation de la 
terre, on appelle rotation "propre du solide celle qui 
s'effectue autour de son axe principal 0,3: ; précession, 
la. rotation qui s'effectue autour de l'axe 0^^, et qui 
produit le déplacement de la droite OA, que l'on 
appelle la ligne des nœuds ; nutation , la rotation 
autour de OA, qui produit la variation de l'angle zOz^^ : 
les vitesses angulaires de ces mouvements sont respec- 

tivement égales a -37, -37» -77. 
^ dt dt dt 

La seule force motrice est le poids du corps P = M^r, 
appliqué au centre de gravité de ce corps, M étant 
sa masse. 

La solution du problème sera donnée par les équa- 
tions (n^ 250) : 



^ = (p' sin 6 sin ^ + 0' ces ^, 



g «= 9' sin cos ^j; — 6' sJn if, (1) 



r = ^{^' + (p' ces 6, 
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t 

jointes aux équations d'Euler (n° Ô63) dans lesquelles 
on fait B — A : 



A^ + (C-A)îr= L, (2) 

A^ — (C — A)pr = M, (3) 



Cg-N. (4) 



Or, N est la projection sur l'axe Oz de Taxe du couple 
résultant des forces extérieures, c'est-à-dire de l'axe 
du couple résultant de la translation de M^ à l'origine. 
Cet axe étant évidemment dirigé suivant OA, perpendi- 
culaire au plan zOz^, sa projection sur 0^ est nulle, 
et, par suite, N =^ 0. 

Par conséquent, la troisième équation d'Euler nous 
donne : 



^£=^- (^> 



Les équations du mouvement sont donc les équations 
(2), (3) et (5), et la question se réduit à l'intégration des 
équations (1), (2), (3) et (5). Mais, nous emploierons 
une autre méthode qui nous conduira à une solution 
plus simple. 

289. Remarquons d'abord que, pour établir les 
équations générales du mouvement (équations d'Euler), 
nous avons pris pour axes fixes dans le corps et mobiles 
avec lui les trois axes principaux du corps relatifs 
au point 0. Dans le problème actuel, nous pourrons 
prendre pour axes principaux l'axe de révolution Oz 
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et deux axes OA et OB perpendiculaires entre eux, 
et situés dans le plan des ocy^ l'axe OA étant l'inter- 
section du plan des xy avec le plan x^y^ ; l'axe OA est 
évidemment perpendiculaire au plan zOz^^ et l'axe OB 
est dans ce plan : c'est l'intersection du plan zQz^^ avec 
le plan xy. 

Cela posé, nous pouvons prendre comme équations 
du mouvement l'équation (5) et deux autres équations 
fournies, comme nous allons le voir, par le théorème 
des forces vives, et le théorème des moments des 
quantités de mouvement. 

L'équation (5) nous donne : 



dt ^' 



d'où : 



r = const. = n, 



n étant la composante suivant Qz de la vitesse angulaire 
initiale. 

La troisième équation (1) devient alors : 

^' + 9' cos e == n ; (6) 

d'autre part, le corps étant soumis à l'action de la 
pesanteur seule, il existe une fonction de force, 
et Yintégrale des forces vives existe (n^* 201). Elle nous 
donne (n° 254) : 

Aj&2 + kq^ + Cn« = 2lSD¥e- 



— 408 — 
Or, on a : 

I^Fe = — S fmgdz = — g (^mz) = — Mflr (^i) 

J 

o 

Ug\z, — (z;\o ! , 

z^ étant la coordonnée du point G par rapport à 
l'axe Oz^ ; mais, on a : ^j = / cos 9, {z^^ — l cos a, 
en désignant par « la valeur initiale de l'angle 6. 
Par conséquent, 

S^Fe «= Mgl (cos a — cos 0) ; 

d'ailleurs, on a aussi : 

p« + ç2 = e't + (p'2 sin* 6, 

et l'équation des forces vives est donc : 

A (6'« + cp'« sin« 6) + Cn« = 2Mgl (cos a — cos 6) + A, (7) 

h étant une constante qui se détermine par les 
circonstances initiales. 

Enfin, l'axe du couple résultant des forces extérieures 
étant dirigé suivant la droite OA, perpendiculaire à Oz^, 
il en résulte que la somme des moments des forces 
extérieures par rapport à Oz^ est nulle. Par consé- 
quent (n° 187), la somme des moments des quantités 
de mouvement par rapport à l'axe Oz^ est constante 
pendant toute la durée du mouvement. 

Pour obtenir la somme des moments des quantités 
de mouvement par rapport à Oz^, nous prendrons les 
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sommes des moments par rapport aux trois axes princi- 
paux rectangulaires OA, OB, 0^, et nous ferons la somme 
des projections de ces moments sur Oz^. Or, il est 
évident que la somme des moments par rapport à OA 
est Ajo cos d/ — Ag sin ^1^ = A9' ; la somme des moments 
par rapport à OB est Ap sin ^|> + Ag cos ^ = Acp' sin 9, 
et la somme des moments par rapport à Oz est Cn. 
Donc, la somme des moments par rapport à Oz^ est : 

A6' cos (AO^i) + A(p' sin 6 cos (BO^,) + Cn ces (.aO^i) 
= Af ' sin^ 9 + Cn cos 9 ; 

nous aurons donc l'équation : 

A9' sin« 9 + Cn cos 9 = A, (8) 

k étant une constante déterminée par les circonstances 
initiales. 

Les équations (6), (7) et (8) qui sont du premier ordre 
entre les variables <p, J^, 9 et le temps t serviront 
à déterminer ces variables en fonction de t, et, par 
conséquent, la position du corps à un instant quelconque. 

290. De l'équation (8) on tire : 



^ k— CncosO 
^ ^ A sin^ 9 



substituant dans l'équation (7), il vient : 



A9'2 + . (ft — Cn cos 5)2 « 2Mgl (cos a — cos 9) + A — Cn«, 
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ou bien, en posant : 

2Mgl CCS a + A — Cw« = H, 
on a réquation : 



AÔ'^ + T-^T^ (* — Cn ces eV = H — 2Mgl ces 0. 



Pour intégrer cette équation, on pose cosO == u, 
et l'on obtient : 

A2 (^\ = A (1 — w^) (H — 2M5r^M) — (A — Cnw)^, 
d'où l'on tire : 



dt = ± — . 

|/a (1 — w«) (H — 2Mflr/w) — (;!î — Cnuy 

Cette équation détermine ^ en fonction de u, et, 
par suite, u en fonction de t, c'est-à-dire 6 en fonction 
de t. 

D'autre part, l'équation : 

, k — Cn cos 
^ ^ ÂsïïFô ' 

nous donne : 

rf? k — Cnu 

dt "~ A (1 — w2) • 

Or, M étant connu en fonction de t, cette dernière 
équation nous donnera (f en fonction de t. 
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Enfin, de l'équation (6) on tire la suivante : 

rf^ __ {k — Cnu) ù 

dt"'^ A (l — w«) ' 

laquelle détermine ^ en fonction de t. 

On voit que la solution du problème dépend des 
intégrales elliptiques. 

291* Cas particulier. — Supposons que le mouve- 
ment initial soit une rotation autour de l'axe de 
figure 0-3: : alors, les composantes jo^, q^ de la vitesse 
angulaire initiale sont nulles, et les équations : 

p CCS 'I — 5 sin A = 6', 

jo sin ^ + g' CCS ij; «= ^' sin 9, 

que l'on déduit facilement des deux premières équa- 
tions (1) nous donnent 9'o==0, ^\=^0, et des équations (7) 
et (8) on conclut, en y faisant ^ = 0, 

h = CnS 
^ = Cn ces a. 

Les équations du mouvement sont alors les suivantes : 

^^ + cp' cos = n, 
A (6'2 + (p'2 sin« G) = 2Mgl (cos a — cos 0), (9) 
Acp' sin* 6 = Cn (cos a — cos 6). 

Proposons-nous de discuter ces équations. D'abord do 
ce que le premier membre de la seconde est positif, 
il doit en être de même du second membre : d'où il 
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résulte que l et cosa — cos9 sont de même signe. 
Donc, si, au commencement du mouvement, pour^ = 0, 
on a / > 0, c'est-à-dire si le centre de gravité est 
au-dessus du point fixe, on aura cosa — cosS > 0, 
d'où cos a > cos 0, et, par suite, > «. Par conséquent, 
l'axe de figure 0-3: fera avec la verticale Oz^ un angle 6 
qui sera constamment plus grand que l'angle initial a. 

Si, au contraire, pour ^ = 0, on a i < 0, c'est-à-dire 
si le centre de gravité est en dessous du point fixe, 
on aura cos a — cos 9 < 0, d'où cos a < cos 6, et, par 
suite, < a. Par conséquent. Taxe de figure Oz fera 
avec Oz^ un angle qui sera constamment plus petit 
que l'angle initial «. 

De l'équation : 



A(p' sin* = Cn (cos a — cos 0), 

il résulte que cp' est de même signe que n (cos a — cos 0). 
Or, si Z > 0, on a cos a — cos > ; par conséquent, 
9' et n seront de même signe, et, par suite, le sens 
de la rotation de OA autour de Oz^ est le même que 
celui de la rotation initiale autour de Oz; si l < 0, 
on a cos a — cos < ; par conséquent , (j>' et n sont 
de signes contraires. 

Le mouvement de la droite OA ou du plan zfiA. 
autour de la verticale Oz^ est le mouvement de 
précession (n° 288). On voit donc que le mouvement 
de précession est de même sens que le tnouvement 
initial de rotation autour de Vaxe de figure^ ou de 
sens contraire, suivant que le centre de gravité 
du corps est au-dessus ou au-dessous du point fixe 
à Vorigine du fnouvement. 
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292. Si l'on élimine <p' entre les deux dernières 
équations (9), il vient : 



,„ 2MqI , ^, C2n« (cos a — CCS 9)2 

6" = — r^ (COS a — CCS 0) 



A* sin2 



d'où l'on tire : 



dQ l. f j C«nMcosa — COS0) 

_ == i -y (ces a ~ COS 0) 2MK91 ^r^^ 1 



Le second membre ayant le signe ± il s'ensuit que 
l'angle 6 peut croître ou décroître lorsque t augmente. 

Si nous supposons f > 0, on aura cos a — cos > 0, 
d'où > a ; par conséquent, commence par croître, 
et l'on a d0 > ; il faudra prendre le radical avec le 
signe + , jusqu'à ce que prenne une valeur p telle que 
le radical soit nul. 

Par conséquent, l'angle croît jusqu'à la valeur pour 
laquelle on a : 

2MAgl sin* — C^n^ (cos a — cos 0) = 0. 

Il est évident qu'il existe une valeur de satisfaisant 
à cotte équation, puisque le premier membre est positif 
pour = «, et négatif pour — tt. Désignons par T 
le temps employé pour atteindre cette valeur = ^. 
A partir de l'instant où = |3, l'angle diminue ; 
car, s'il continuait à croître, 0' deviendrait imaginaire*: 
en effet, cos a — cos resterait positif, et le second 
facteur serait négatif. Or, diminuant, 0' devient 
négatif, et l'on devra prendre le signe — devant le 
radical ; décroît en se rapprochant de la valeur 



— 414 — 

initiale a qu'il prendra au bout d'un temps T. Pour 6:«=a, 
9' est nul, et change de signe ; l'angle 6 croît encore 
depuis a jusque fi dans le temps T, et ainsi de suite. 

Donc, r angle 9 varie entre sa valeur minimum a. 
et sa valeur maximum (3. Uaxe de figure Ox exécute 
des oscillations isochrones dans le plan zOz^ tournant 
autour de la verticale Oz^, L'amplitude des oscillations 
est constante. Ce mouvement oscillatoire est le mouve- 
ment de nutation. 

La durée d'une demi oscillation est donnée par la 
formule : 



S 

> sin ed9 

t=a/ 



J |/(cos a — cos9) [ 2Ukgl sin* 9 — (cos a — -cos9) C^i* j ' 



laquelle dépend des intégrales elliptiques. 
De la formule : 



A(p' sin* 9 = Cn (cos a — cos 9), 

on conclut que <p', c'est-à-dire la vitesse angulaire de la 
trace OA, est une fonction de 9 seulement, et qu'elle 
varie périodiquement avec 9. D'ailleurs, pour 9 = «, 
on a <p' = 0, et, en outre, 9' est toujours de même signe 
que w. Donc, le plan zOz^ tourne autour de la verticale 
avec une vitesse angulaire tantôt croissante y tantôt 
décroissante^ mais toujours dans le même sens. 

293. Enfin, la vitesse angulaire w du mouvement 
de rotation est déterminée par la formule : 

(a* « p« 4- 5* + ***» 
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qui nous donne, dans le cas actuel, 



(o2 = e'* -f (p'2 sin» 9 + n^ 



ou bien : 



G}« s= n* -| -^ (ces a — cos 9). 

A. 



Il résulte de cette formule que w varie périodi- 
quement entre la valeur minimum n qui correspond 
à = x^ et la valeur maximum qui correspond à 9 = p. 



Gyroscope de Foucault. 



294. Le gyroscope est un solide de révolution pesant 
et homogène animé d'une grande vitesse autour de son 
axe de figiire, et assujetti à tourner autour d'un point 
fixe pris sur cet axe. Nous aurons donc (n^ 292) 
l'équation : 



A2 ( — I sin^ 9 = 2UAgl sin» 9 (cos a - cos 9) — C«?i« (cosa — cos 9 )« . 

Le premier membre de cette équation étant toujours 
positif, il doit en être de même du second membre; 
donc , le second terme — C^n^ (cos a — cos 9)* , qui 
est négatif, doit être moindre en valeur absolue 
que le premier terme qui est nécessairement positif. 
Comme n* est très grand, il en résulte que le coefl3cient 
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(cos a — cos 6)^ doit être très petit, et, par conséquent, 
que a et 6 diffèrent très peu l'un de l'autre. Nous pourrons 
donc poser : 

= a + £, 

£ étant une quantité très petite en valeur absolue, 
positive ou négative suivant que l sera positif ou 
négatif, c'est-à-dire suivant que le centre de gravité 
sera au-dessus ou au-dessous du point fixe (n^ 288) 
au commencement du mouvement ; cette quantité e 
étant très petite, nous pourrons en négliger le carré 
et les puissances supérieures. 
Nous aurons ainsi : 

cos a — cos G = e sin a, 
sin = sin a + £ cos a, 
sin* = sin* a + 2j sin a cos a ; 

d'ailleurs, on a rigoureusement : . 

dB dz 
It'^ di' 

et il vient, par conséquent : 

A* (-^ J sin* a + 2Â.h l-^) sin a cos a 

== 2MAgh sin a (sin* a + 2c sin a cos a) — C*n*£* sin^ a. 

Nous négligerons dans le premier membre le produit 
t ( -^) qui est du troisième ordre, et dans le second 
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membre le terme 4ilAgh^ sin'^ a cos « qui est du second 
ordre ; mais, nous conserverons dans le second membre 
le terme C'^n^e* sin* a qui n'est pas négligeable à cause 
4u facteur n^ qui est très grand. Nous aurons alors : 



te) ^^ 



sin* a = £ sin a j 2MAgl sin^ a — C^n* £ sin a { , 



OU bien : 



A« Iriy ^ t \ 2MAgl sin a — CW.- j . 

Or, le premier membre étant toujours positif, il doit 
en être de même du second membre ; il en résulte que 

s ne peut varier qu entre et — p-â Cette dernière 

valeur qui est donc le maximum de s est la limite de la 
nutation de l'axe ; nous la désignerons par ^i, et nous 
poserons : 

2MAgl sin a 



C«n« 



Il vient alors : 






En raisonnant comme nous l'avons fait précédem- 
ment (n** 292), on verra que, si nous supposons / > 0, 
e commence par croître, et l'on devra prendre le radical 
avec le signe +, jusqu'à ce que e prenne la valeur Sj ; 
à partir de cette valeur, e décroît jusque zéro, et l'on 
doit donner au radical le signe — . 

27 
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En prenant le radical avec le sif,nio +, on a : 

A cil 



dt=^ 



Cn|/e(,^_,) 



<l'où, en intégrant, 



. A e, - 2-: 
/ = 7—- arc cos 

Qn e. 



la constante étant nulle, puisque e = 0, pour ^ « 0. 

Cette formule donne le temps écoulé correspondant 
à un écart égal as. On en tire : 

e, /, Cnt\ . ^nt 2MA(7/sina Cn^ 
E==^-(l-cos— )«=s,sm-g-- C^ïï^— ^^" 2Â- 

C'est la valeur de £ en fonction de t ; par suite, on a : 






On conclut de ce qui précède que Xaxe ép^-ouve une 
nulation déterminée par l'équation : 



. ,Cn/ 



Ce mouvement est oscillatoire, et l'on voit que la durée 
d'une oscillation complète de l'axe autour de la verticale 

<}z, est %- ; en effet, pour ^ =- ^ . on a e = e^ , et pour 

f^zH^, on a : e = 0. L'amplitude de l'excursion totale 
Cn 
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est £,, et la durée de cette excui-sion, c'est-à-dire la 

demi oscillation complète, est r; — Ainsi donCj Fincli- 

\./it 

naison 6 de l'axe Oz sur la verticale 0^, varie entre 
sa valeur initiale a et la valeur a + e^, valeur plus 
grande que «, puisque Sj > 0, si l'on suppose l > 0. 
Il est encore facile de vérifier que, si t augmente 

1 2TrA . . , . Ont 

de TT-' e reprend la même valeur, puisqu alors -^ 

augmente de tt. 

295. Cherchons maintenant la loi du mouvement 
fie prècession : elle est donnée pi»r la formule : 



d<p 

A -jj sin- == Cn (ces a — ces 0), 



<\o laquelle on tire : 



d'p Cntsmy. Cne 

A —TT 



dt sin^ a -^ 2s sin a ces a sin a + 2î ces a ' 

ou bien, en négligeant les termes du second ordre en £,. 
ce qui revient à négliger le terme en t au dénomi- 
nateur : 



rf© Cn- 



dt sin a 



d(ï> 
De cette formule on déduit que ^» qui est la vitesse 

angulaire de la rotation du plan .s^jOA autour de Oz^, 
ou la vitesse de précession , est nulle pour e = 0, 
et maximum pour s = £i. 
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En remplaçant s par sa valeur, il vient : 

rfîp Cn 2MAg^/ sin a . ^Oit __ ^gl/. Cnê\ 

rf^ A sin a OW 2 a Cn \ A/ 

et, en intégrant : 



^ Cn L^n-* A 



nous n'ajoutons pas de constante, puisque ç = 0,. 
pour ,^ -= 0. 

Si Ton fait abstraction du second terme qui est très. 
petit à cause du facteur n^ au dénominateur, on voit 
que le mouvement de précession est uni/orme^ et qu'il 

a pour vitesse angulaire -j^. Il est d'ailleurs facile do 

s assurer que >, - est la valeur moyenne de ^; en ettet,. 

cette valeur moyenne a évidemment pour expression : 



'!^\ «. Cn J_ f_^^ ^ Cn?, ^ M/7Z 

*" 2A sin a Cn 



\dtlm AsmaÊjJ 



Cette valeur moyenne de la vitesse angulaire de 
précession est positive ou négative, en d'autres termes^ 
le mouvement de précession est direct ou rétrograde 
par rapport à la rotation n, suivant que l est positif 
ou négatif, c'est-à-dire suivant qu'à l'instant initial le 
centre de gravité du corps est au-dessus ou au-dessous. 
dUjfBMut fixe 0. 

D'ailleurs, la formule : 

Ugl , MAgl . Ont 

^ Cn C^n* A 



/ ir> 
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nous apprend que la ligne des nœuds OA éprouve de 
part et d'autre de la position moyenne qu'elle occuperait 
si le mouvement était uniforme, un balancement pério- 
dique déterminé par l'expression : 



MAgr/ . Çnt 



27rA 
et la durée de la période est égale à -j:; — 

On voit donc que ces deux mouvements périodiques 
sont de même durée. 

296. Pour déterminer le mouvement propre du 
corps, on prendra la formule (6) (n^* 289) : 



n = t{^' + <p' ces â. 



de laquelle on tire : 

dit dq> , 

_J=n__cos(a+c). 

ou bien, en négligeant les termes du second ordre en s : 



d'L Cm 

_L == n : — cos a, 

dt A sin a 



^t, en remplaçant ? par sa valeur (n^ 294) : 

--^ = 71 — -^ ( l — cos -T- 1 cos a. 
dt Cn \ A / 



En intégrant, il vient : 



Mol ^ . UAgl . Cnt 
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Le premier terme ni qui est proportionnel au temps 
croît rapidement à cause du facteur n. Le second terme 
croît aussi proportionnellement au temps ; mais, sou 
coeflScient est très petit, puisque n est au dénomi- 
nateur. Enfin, le troisième terme est périodique, et sa 
valeur est très petite à cause du facteur n' au 
dénominateur. Si l'on néglige ce dernier terme, on voit 
que la droite OA se meut avec une très grande vitesse 
à peu près uniformément dans le plan de l'équateura^y,. 
et dans le sens de la rotation initiale n autour de 0^. 

297. Remarque. — Le mouvement est indépendant 
de la densité du corps solide, s'il est homogène. 

En effet, les formules ne renferment que les rapports 

M A 

— et 7^ : or, ces rapports contiennent en facteur au 
A \j 

numérateur et au dénominateur la densité p, qui dispa- 
raîtra donc dans ces rapports, et, par conséquent,, 
dans les formules. 11 résulte de là que la vérification 
des résultats précédents peut se faire quelle que soit 
la nature de l'appareil employé, pourvu qu'il soit 
homogène. 



CHAPITRE YIIL 



Mouvement d'un corps libre. 



298. Étant donné un corps solide libre dans l'espace» 
et sollicité par des forces données, le mouvement de ce 
corps peut, à chaque instant, être considéré comme 
résultant d'un mouvement de translation d'un point 
du corps, par exemple, le centre de gravité, et d'une 
rotation autour de ce point supposé fixe (I, n® 111). 

Nous supposerons que, par le centre de gravité, 
on mène trois axes Go?, Gy, Oz constamment parallèles, 
aux axes fixes de l'espace. Le mouvement de translation 
de ce système de comparaison sera connu quand on 
connaîtra le mouvement du centre de gravité. Le mou- 
vement relatif du corps par rapport au système de 
comparaison G.r, G//, Gz se ramène au mouvement 
d'un corps solide autour d'un point fixe. 

Or, le centre de gravité se meut comme si la masse 
totale du corps y était concentrée, et si toutes les 
forces extérieures y étaient transportées parallèlement 
à elles-mêmes (n^ 178). Il est donc facile d'établir les^ 
-équations du mouvement de ce point. 

Pour obtenir les équations du mouvement du corps, 
par rapport aux axes mobiles Qœ, Gy, Gz passant par 
le centre de gravité, nous rappellerons (n^ 189) que le 
théorème des moments des quantités de mouvement 
subsiste quand on rapporte les moments des quantités. 
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de mouvement et les moments des forces extérieures 
à des axes passant par le centre de gravité et animés 
d'un simple mouvement de translation. Il en résulte 
que, si Ton considère le mouvement par rapport aux 
axes Gœ, Gy, G^, les sommes des moments des 
forces extérieures par rapport à ces axes sont égales 
aux projections de la vitesse de l'extrémité de 
l'axe du couple des quantités de mouvement relatives. 
Par conséquent, les équations d'Euler sont applicables 
au mouvement relatif du corps par rapport aux axes 
G^, Gy, Gz. Nous aurons donc le théorème suivant : 

Théorème. — Lorsqu'un corps solide libre se meut 
sous Vuction de forces extérieures données, le mouve- 
onent de son centre de gravité se détermine en y 
sitpposant toute la masse concentrée et toutes les forces 
motrices transportées parallèlement à elles -- mêmes. 
Le mouvement du corps autour de son centre de 
gravité se détermine en considérant ce point comme 
fixe, en supposant toutes les forces extérieures appli- 
quées au corps, et en appliquant la théorie dit mouve- 
ment autour d'un point fixe. 

299. Si donc nous désignons par x^, y^, ^^ les 

coordonnées du centre 
de gravité par rapport 
aux axes fixes de l'es- 
pace, par X, Y, Z les 
composantes de l'une 
des forces appliquées 
au corps, suivant ces 
mêmes axes, parp, q, r 
les composantes de 
la vitesse angulaire 
w relative au point 
G suivant les axes 



Fig. 58. 
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principaux d'inertie GH, G/î, G?, par <p, ^, 9 {flg. 58) les 
angles qui déterminent la position de ces axes princi- 
paux par rapport aux axes Gx, Gy, Gz, constamment 
parallèles aux axes fixes, nous aurons les équations 
<iu mouvement : 



M ^^' — vv 



^ dt^ ""^^' 






A|| + (C-B)gr = L, 



B^|4-(A-C)r;^ = M, 






rf9 dj> 

p = -^ CCS ^ + -^ sin J; sia G, 

rf9 dv 

ç =• — -^ sin «sj/ + -^ cos i{^ sia 6, 



d\t d^ 
'-dt + dt'^'^^ 



L, M, N étant les sommes des moments des forces 
extérieures par rapport aux axes principaux GS, G/;, Gî;. 
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Ces équations serviront à déterminer a^j, y^, z^, <p, '^, & 
en fonction de t. 

300. Remarque. — Il résulte de ce que nous 
venons de voir que le mouvement d'un corps solide libre 
se réduit à deux mouvements entièrement distincts : 
le mouvement du centre de gravité, et le mouvement 
du corps autour de son centre de gravité considéré 
comme fixe. 

301. Si les forces extérieures ne dépendent que du 
temps, ou de la position du centre de gravité, on peut 
déterminer isolément le mouvement du centre de 
gravité, c'est-à-dire œ^^ y^, z^ en fonction de t, au 
moyen des trois premières équations, sans avoir égard 
aux équations du mouvement de rotation. 

Mais, en général, les forces motrices dépendent de la 
position du corps, c'est-à-dire des angles <p, ^, 6, 
et alors il n'est plus possible de traiter séparément les 
deux mouvements. 

302. Cas particuliers. — V Si les forces qui 
sollicitent le corps sont nulles, le centre de gravité 
aura un mouvement rectiligne et uniforme {xf 179). 
Le mouvement du corps autour du centre de gravité 
satisfait au théorème de Poinsot (n® 275). 

2° Si les forces se réduisent à la pesanteur seule, 
le corps étant lancé avec une vitesse initiale donnée 
au-dessus de la surface de la terre, le centre de gravité 
décrira un parabole (n° 55), et le corps tournera autour 
de ce point comme s'il était fixe. Les forces se réduisant 
dans ce cas à une résultante unique égale au poids du 
corps et passant par son centre de gravité, le moment 
de cette résultante par rapport à un axe quelconque 
passant par le centre de gravité sera nul, et le théorème 
de Poinsoi (n*' 275) sera encore applicable au mouve- 
ment relatif autour du centre de gravité. 



— 427 — 

y Si le corps solide est une sphère pesante et 
homogène, l'ellipsoïde central est une sphère, et, par 
conséquent, A =» B = C. D'ailleurs, on a aussi 
L -= M = N = 0. Par suite, dans c^ cas, les équa- 
tions d'Euler nous donnent pour p, î, r des valeui's 
constantes ; il en est de même de w. Il résulte de là 
que l'axe de rotation du corps autour de son centre de 
gravité reste toujours parallèle à une même direction, 
et la vitesse angulaire est constante. 

4*" Si le corps solide est une sphère homogène dont 
tous les points sont attirés par un centre fixe, en raison 
directe des masses et en raison inverse du carré des 
distances, le centre de gravité décrira une section 
conique (n^ 124). D'autre part, les actions exercées par 
le centre fixe sur les différents points du corps se 
réduisant à une résultante unique passant par le centre, 
il s'ensuit que les moments de ces forces sont nuls ; 
d'ailleurs, le corps étant une sphère, on a : A = B = C, 
et les équations d'Euler nous donneront pour p, g', ?" 
des valeurs constantes. Par conséquent, la sphère aura 
un mouvement de rotation uniforme autour d'un axe 
fixe, constamment parallèle à une direction donnée. 

303. Remarque. — Il résulte de la théorie que nous 
venons d'exposer une remarque importante. Nous avons 
vu, en Statique (I, ïf 286), que les forces apphquées 
à un corps sohde peuvent se réduire à une force unique 
et un couple unique. Si l'on prend pour origine le 
centre de gravité du corps, le mouvement du centre 
de gravité est produit par la force unique, sans que 
le couple ait aucune influence ; le couple produit la 
rotation du corps autour de son centre de gravité, sans 
que la force unique ait aucune influence. 
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Problème de la Toupie. 



304. Un corps solide pesant et homogène^ de révo- 
liUion autour dHun axe passant par son centre de 
gravité, s'appuie par un point A de son axe sur un plan 
horizontal parfaitement poli. On demande le mouvement 
de ce corps. 

Soient M la masse du corps, Mflr son poids appliqué 
au centre de gravité G (fig. 59), R la réaction normale 
du plan, réaction qui est verticale ; Ox, Oy, 0^ trois 





Fig. 59. 
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axes fixes rectangulaires, Torigine étant dans le plan 
fixe. Taxe 0^ vertical et dirigé vers le haut, a?j, yj, z^ 
les coordonnées du centre de gravité du corps. 

Les forces qui agissent sur le corps rendu libre sont : 
le poids Mp du corps au point G, et la réaction R au 
point A. 
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On a donc pour les équations du mouvement du centre 
de gravité : 



^S^ = «' ^^=-0' M^ = R-M£r; 



on en tire : 



a?, -a^+a', y, = p/+p', (l) 



r-m(.+^). 



(2) 



Les équations (1) nous apprennent que la projection 
du centre de gravité sur le plan dappui est animée 
d'un mouvement rectiligne et uniforme. 

L'équation (2) détermine la réaction R, lorsque z^ est 
connu en fonction de t. 

305. Étudions le mouvement relatif du corps autour 
de son centre de gravité. Observons d'abord que G? 
étant un axe principal d'inertie du point G, deux axes 
quelconques perpendiculaires entre eux, et à G? forment 
avec G? un système de trois axes principaux. D'ailleurs, 
l'ellipsoïde d'inertie étant de révolution, désignons par G 
le moment d'inertie relatif à GS, et soit A le moment 
d'inertie relatif à GÇ et à Gyj (ces deux moments étant 
égaux, ou bien A =» B). 

La troisième équation d'Euler (n*" 263) est : 



Hr 
C^4-(B-A)pg = N. 
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Or, N — 0, puisque les forces extérieures R et M^ 
rencontrent Taxe G'I ; d'autre part, on a B = A, et, par 
suite, 






0, 



ou bien : 



y = consi. 



n. 



Imaginons trois axes Go?', Gy', Gz' (fig*. 59), menés 
par le point G, parallèlement aux axes fixes du point 0, 
et appliquons au mouvement autour du centre de 
gravité le théorème des forces vives et le théorème 
des moments des quantités de mouvement. 

En désignant par 2T la force vive du corps, on a : 

2T «= Ap« + Bç« -f C'/-« = A (;>2 + q^} + Cn« ; 
et en remplaçant p et q par leurs valeurs (fig. 60) : 

p » B' cos 'I + (f! sin 9 sin ^y 
q ^ — 0' sin ^ + o' sin 9 cos '];, 

Fig. 60. 
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nous aurons : 



2T = A (0'2 + (p'2 sin« 6) ^- Cn«. 

Cherchons maintenant la somme des travaux des 
forces. A cet effet, observons que les coordonnées 
du point d'application de R étant 0, 0, — ^,, le travail 
élémentaire de cette force est — Rrf^:,. 

D'autre part, les coordonnées du point d'application 
de la force M^; étant nulles, le travail élémentaire de 
<*ette force est nul. Donc, la somme des travaux 

des forces est — / Rdz^, et nous aurons pour l'équation 
<tes forces vives : 

A(V2 + (f'2sin«9) + Cn«==— 2y*Rrf^i = ~2My'(.9 + ^)f/^, 

En désignant par l la distance du centre de f^avité G 
au point A, on a : 



d^ 
z^ = / ces 6, d*où -^.i -= — f sin . G', 



et l'équation des forces vives devient alors : 



A (G''^ + cp'* sin* 9) + Cn^ « — 2M(;Z ces 9 + 2Ug iz,),, 

9 
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ou bien : 

(A + M/'î sin2 0) 6'* + A sin^ . q. '* = A — 2Ugl cos 9, (3) 

h étant une constante. 

Appliquons le théorème des moments des quantités 
de mouvement à Taxe Gz' : nous écrirons que la somme 
des moments des quantités de mouvement par rapport 
à cet axe est constante, puisque les moments des forces 
iîxtérieures R et Mgr par rapport à Gz* sont nuls, 
<*es forces étant parallèles à l'axe. Or, les sommes des 
moments des quantités de mouvement par rapport 
aux axes GS, Gri, Gi; sont Ap, kq^ Cr ; par conséquent, 
la somme des moments par rapport à G^' est : 

\p cos (Ç, z') + kq cos (yj, z') + Cr cos {Ç, z'). 

Mais, on a (fig. 60) : 
cos(;,^')-=sin'];sin9, cos(yi,y)«=cos^{^sin6, cos (î;,^') — cos 9. 

Par conséquent, la somme des moments des quantités 
de mouvement est : 

A/>sin'^sin0 + Ag'C0S'|sin9-f Crcos9— Asin29.ç»' + Cncos9. 

L'équation des moments nous donne donc : 

A sin2 9 . cp' + Cn cos 9 -= A, (4) 

k étant une constante. 
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En éliminant 9' entre les équations (3) et (4), il vient : 



|/a sin erfG I/a + M/'* sin« 6 

dl^ ± y , , , , > (5) 

1/ A sin< 6 (/i — 2Mgr/ eus 6) — (* — Cn cos ôj* 



équation qui détermine 9 en fonction de l. 

306. Discutons maintenant les équations que nous 
venons d'obtenir. Supposons que le corps ait reçu une 
vitesse initiale assez grande autour de son axe de 
figure : les valeurs initiales de jo et ç seront nulles, 
et, par conséquent, il en sera de même des valeurs 
initiales de 9' et 6'. 

Désignons par a la valeur initiale de 6, et faisons 
/ = dans les équations (3) et (4) ; nous aurons : 



d9 



= ± 



h = 2Mgl cos a, A = Cn cos a. 



Par suite, les équations (3), (4) et (5) nous donnent : 



(A + MZ* sin« G) 6'« -h A sin« 9 . <p'« — 2Mgl (cos a - cos 9), (6) 



A sin* 9 . (p' — Cn (cos a — cos 9), (7) 



L== \/(cosa~cos6)l2MAyZ-C«n«^ ^''. ,,^^'^1 (8> 
-M/:*sin«ttjV "^ ^1 ^ »in«9 j' '^ 



d^' 1/ A(AH-Mi<sin«ttj 



Le premier membre de l'équation (6) étant positif, il en 
est de même du second membre; donc,Z(cosa — cos9)>0,. 

28 
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Or, l est positif, puisque le centre de gravité est au-dessus 
du plan fixe ; par conséquent, on a : 

cosa — cos6>0, d'où cosô<cosa, et e>a. 

Donc, l'axe de figure fera constamment avec la 
verticale un angle plus grand que l'angle initial a. 

D'autre part, l'équation (7) nous apprend que <jp^ 
est de même signe que le produit n (cosa — cos6), 
et comme cos a — cos 9 > 0, il s'ensuit que cp' et n sont 
de même signe. Donc, le sens de la rotation de la 
trace GR autour de l'axe Gz' est le même que celui 
de la rotation du corps autour de G%. Le mouvement de 
la trace GR, ou du plan vertical z'GR autour de G^' 
est le mouvement de précession (n^ 288). On peut donc 
dire que le mouvement de précession est de même sens 
que le mouvement de rotation initial autour de Taxe de 
figure Gîl. 

307. Considérons maintenant l'équation (8) : d'abord, 
puisque 6 > a, il s'ensuit que l'angle commence par 
croître, et, par conséquent, rf0 > 0. On doit donc prendre 
le signe + devant le radical, et le conserver aussi 
longtemps que ne passe pas par une valeur qui annule 
le radical, valeur qui annule h\ L'angle croît donc 
jusqu'à une valeur b pour laquelle on aura : 

2Mkgl sin« 9 — C^n« (cos a — cos 0) « 0. 



Cette valeur h existe nécessairement, puisque, pour 
—= a, le premier membre est > 0, et "que pour « ir, 
il est < 0. 

Désignons par T le temps qui s'est écoulé depuis = a 
jusque — ft. Après ce temps T, diminue : car, si 6 
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continuait à croître, le second facteur sous le radical 
dans l'équation (8) deviendrait négatif, et comme le 
premier facteur cosa — cosô est positif, le radical, 

et par conséquent -tt serait imaginaire. 

Donc, à partir de 9 = 6, Tangle 9 diminue, -tt devient 

négatif, et 9 se rapproche de a : il reprend cette valeur 
après un temps égal à T. En effet, de & à a, on doit 
prendre le signe — dans le second membre de 
l'équation (8), et intégrer entre les limites h et a, ce qui 
donne le même résultat que tantôt. Pour 9 = a, 

— « 0, et, à partir de là, ^' devient positif ; 9 croît 

de a à &, et ainsi de suite. 

Le temps T d'une demi révolution est donné par la 
formule : 



-J 



|/a (A + MZ« sin* b) sin U^ 



ly/i^a-o^^hw.çl- '-^'^^-'^''^ 



V • 



Ainsi donc, 9 varie constamment entre deux limites^ 
Tune minimum et égale à a, Vautre maximum et égale 
à b. Vaxe G? exécute des oscillations isochrones dont 
Vamplitude est constante dans le plan z'G% lequel tourne 
autour' de la verticale Gz\ Le mx>uvenient oscillatoire 
de GS est le mouvement de nutation (n^ 288). 

308. Supposons, en particulier, que la vitesse hori- 
zontale du point G soit nulle : alors, le point H, 
projection de G sur le plan horizontal sera fixe pendant 
toute la durée du mouvement. Il est facile de frouver 
de la manière suivante la courbe décrite sur le plan 
horizontal par la pointe A de la toupie autour du 
point R. 
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Posons AH «= p, et soit AHN «= « (flg. 61) l'angle que 
fait ce rayon p avec la parallèle HN à Gx' menée par 
le point H ; p et w seront les coordonnées polaires du 

Fig. 61. 




ix)int A» H étant le pôle. Cela posé, HN est perpen- 
diculaire à VGH dans le plan zGx\ et HÂ est 
I)erpendiculaire à ^'GH dans le plan z'GR ; dpnc, 



AHN == Iv^O* — ?, d'où w « 180^ — (p.- 



D'ailleurs, le triangle rectangle AGH nous donne : 



p = AG sln 9 «= i sin 9. 



Or, • varie entre les limites a et b; donc, p varie 
entre les limites Zsina et Isînb^ c'est-à-dire que le 
point A décrit une courbe comprise entre deux circon- 
férences de rayons l sin a et / sin b. D'autre part, si l'on 
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désigne par e l'angle que la tangente à la courbe fait 
avec le rayon vecteur p, on a : 

_, 7 • ft^ sine --ri 

paco tsinGao) dt 

^ ^ *^ "rfp" "" "~ rfTTlkTô Tdh 

» CCS 9 -rr 



En remplaçant 777 ^t 777 par leurs valeurs (7) et (8), 
il vient : 



. ^ Cn CCS a — ces G 
smô 1 

Asin*6 
tge=^ 



1 * / \ . cosa — cosGi 
cosG , , y (cosa - cosG) 2MAo/— C^n» . ,^ 



Cw |/cos a — ces G i/a (A + M/* sin* G) 
A CCS G p^2MAgr/sin«G— C^n'^cosa— cosG) 



Or, pour G==«, on a tg£ = 0; d'où e «= 0, et la 
tangente coïncide avec le rayon vecteur : la courbe 
est donc normale au cercle de rayon l sin a. De même, 
pour G «= 6, le radical du dénominateur est nul, et l'on 

a tg e = 00, d'où e =- 0, ^t la tangente est perpendi- 
culaire au rayon vecteur, c'est-à-dire que la courbe est 
tangente au cercle de rayon / sin &, ou à la circonférence 
extérieure. 

Il résulte de là que la pointe de la toupie décrit sur 
le plan de projection autour de H, une espèce de 
roscùce composée d'une série cCarcs égaux, tangents 
à la circonférence extérieure et normaux à la circon- 
férence intérieure. 



CHAPITRE IX. 



Mouvement des solides naturels. 
Choc des corps. 



309. Les théories que nous avons exposées dans les 
chapitres précédents supposent que le solide considépé 
est de forme invariable, c'est-à-dire qu'il conserve la 
même forme pendant toute la durée du mouvement. 
Or, les solides naturels ne sont pas, en général, dans 
ce cas. Cependant, il existe dans la nature un grand 
nombre de corps pour lesquels les changements de 
forme sont insensibles, c'est-à-dire qui ne se déforment 
que de quantités inappréciables sous l'action des forces 
qui leur sont appliquées. Tels sont les matériaux qui 
entrent dans la construction et dans les machines. 
On pourra appliquer à ces corps naturels tout ce que 
nous avons dit des solides invariables. Il n'en résultera 
qu'une erreur extrêmement petite, et, par conséquent, 
inappréciable. 

Lorsque le corps subit un changement de forme 
sensible pendant la durée du mouvement, on ne peut 
déterminer les circonstances du mouvement, que si l'on 
connaît les lois suivant lesquelles varient les actions 
que les différents points du corps exercent les uns sur 
les autres. Alors, le problème rentre dans le cas 
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général du mouvement d'un système de points matériels 
soumis à des forces extérieures et à leurs actions 
mutuelles. 

Nous venons de dire que le mouvement d'un solide 
naturel, qui ne subit pas de déformation sensible 
pendant la durée du mouvement, peut être traité 
comme s'il s'agissait d'un solide de forme invariable. 
Mais, la plupart du temps, dans les applications, on a 
à considérer le mouvement de corps qui se meuvent 
^n touchant d'autres corps mobiles ou immobiles. 
€e contact peut avoir lieu de différentes manières. 
Il peut n'avoir lieu que pendant un temps très court : 
o'est ce qui arrive quand il se produit un choc; 
ou pendant un temps fini : c'est ce qui arrive quand 
les solides glissent ou roulent l'un sur l'autre. 

310. Proposons-nous actuellement d'étudier le phéno- 
mène du choc de deux corps sphériques. Considérons 
donc deux corps sphériques et homogènes, de masses 
m et m\ animés chacun d'un mouvement de translation 
rectiligne et uniforme, suivant la ligne des centres. 
Soient v et v' les vitesses de ces corps, vitesses que 
nous supposons de même sens. Supposons le corps m 
^n arrière de ni\ et soit v > v^ \ la distance des deux 
corps va en diminuant, et ils finiront par se rencontrer 
en produisant un choc. Il est évident que les deux 
centres resteront en ligne droite pendant le choc, 
et après le choc. Or, lorsque les deux corps viennent 
en contact, il se produit des forces qui tendent à 
■diminuer la vitesse de m, et à augmenter la vitesse 
•de m'. 

Au bout d'un temps très court, les deux corps auront 
donc une même vitesse u. Pour déterminer cette vitesse 
commune m, nous appliquerons le théorème des quan- 
tités de mouvement projetées sur un axe. Or, les forces 
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développées par le choc sont des forces intérieures : 
il n'y a donc pas de force extérieure appliquée au 
système. Par conséquent, en vertu d'un théorème 
connu (n** 183), la variation de la somme des quantités 
de mouvement projetées est nulle. Si nous projetons 
sur la droite qui joint les deux centres, les quantités 
de mouvement projetées sont égales aux quantités de 
mouvement elles-mêmes. Or, la somme des quantités 
de mouvement avant le choc est : 

la somme des quantités de mouvement lorsque la vitesse 
est la même pour les deux corps est : 

mu -Y m'u = (m -}- m*) u; 
on a donc : 

mv + m't?' — (m + m') m =» 0, 

d'où: 

mo + m'v' 



u — 



m -j- m' 



équation qui servira à déterminer la vitesse commune te. 

311. Etudions maintenant ce qui se passe à partir 
de cet instant. Nous aurons deux cas à considérer 
suivant la nature des corps : 

r* Si les corps sont entièrement dépourvus délas- 
ticité, ils ne tendent pas à revenir à leur forme 
primitive. Ils cesseront d'agir l'un sur l'autre, et ils. 
continueront à se mouvoir avec la même vitesvse te,, 
en restant en contact. 
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2*" Si les corps sont élastiques, ils tendent à reprendre 
leur forme primitive. Ils continueront à réagir l'un sur 
l'autre : la vitesse de m est encore diminuée, et celle de 
m^ est encore augmentée. Au bout d'un certain temps, 
les corps se séparent avec des vitesses différentes. 

Si nous supposons les corps parfaitement élastiques, 
les réactions pendant la deuxième partie du phénomène 
seront égales aux actions développées pendant la 
première partie. La vitesse de m diminuera donc 
de la même quantité v — u que dans la première 
partie, et la vitesse de m' augmentera de la même 
quantité u — v^ que dans la première partie. 

En désignant par w et w' les vitesses de m et m' au 
moment où ils se séparent, u — w sera la vitesse 
perdue par m dans la seconde partie, et t(?' — u la 
vitesse gagnée par m' dans cette seconde partie; 
nous aurons donc : 



u — w = V — lij 



w' ^ u ^= u ^V\ 



On en tire : 



{m — m V A- 2m v^ 

10 =' ; ; 

m + m' 



, (m' — m) v' + 2mv 



m + m' 

Ces équations serviront à déterminer les vitesses 
w et w* des deux corps au moment où ils se séparent^ 
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Ainsi donc, dans le cas de deux corps dépourvus 
<r élasticité^ la formule : 

mv + mV 
m + m 

donnera la vitesse commune aux deux corps après 
le choc. 

C'est la vitesse avec laquelle ces deux corps conti- 
nueront à se mouvoir en restant en contact. 

Dans le cas de deux corps pay^faitement élastiques, 
on devra appliquer les deux dernières formules qui 
nous donneront les vitesses respectives w et wf des 
deux corps après le choc. 

312. Cas particuliers. — F Si le corps m' a un 
rayon infini, et une masse égale à l'infini, et si sa vitesse 
r' est nulle, ce corps se réduit à un plan fixe choqué 
par un corps sphérique qui se meut perpendiculai- 
rement à sa direction. On a alors : 

te = 0, w = — V. 

La première formule nous apprend que si les deux 
corps sont Vun et Vautre dépourvus délasticité^ le corps 
qui rencontre le plan restera immobile sur ce plan, 

La seconde formule nous montre que si les deux corps 
sont parfaitement élastiques^ le corps qui rencontre le 
plan quittera ce plan avec une vitesse égale et de sens 
contraire à celle quHl possédait au moment du choc. 
C'est le cas d'une bille d'ivoire qui tombe normalement 
sur un plan de marbre. 

2° Si les masses m et m' sont égales, et si v' =- 0, 
on a : 

u = - V, w = 0, w ^ v. 
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Donc, si les corps sont dépourvus d'élasticité^ 
la première formule nous montre qu'après le choc, 
ils se meuvent ensemble avec une vitesse commune 
égale à la 7noitié de la vitesse de m au moment du 
ohoc. Au contraire, gi les corps sont parfaitement 
élastiques, les deux dernières formules nous apprennent 
que le corps m ^arrêtera à la fin du choc, et que le 
corps m' prendra la vitesse v que possédait le corps m 
au moment du choc. (Test ce qui arrive lorsque les deux 
corps de même masse sont des billes d'ivoire. 

313. Proposons-nous de déterminer la perte de force 
vive dans le choc. Considérons donc les valeurs de 
la force vive avant le choc et après le choc, et 
appliquons, pour trouver ces deux expressions de la 
force vive, le théorème de Kœnig (n** 207) : 

'SLmv'^ = MV* + SmwS 

c'est-à-dire que nous décomposerons la force vive totale 
€n deux parties : l'une, la force vive du système s'il 
était concentré à son centre de gravité ; l'autre, 
la force vive relative au centre de gravité. 

Mais, le centre de gravité du système est animé 
pendant toute la durée du choc d'un mouvement 
rectiligne et uniforme (n** 179). Il a donc constamment 
la même vitesse, avant, pendant et après le choc. 
Cette vitesse constante sera donc égale à w, vitesse 
commune des deux corps au moment de la plus grande 
déformation. Le premier terme du second membre de 
la formule de Koenig a donc la même valeur, et, par 
conséquent, il disparaîtra dans l'expression de la 
Tariation de la force vive totale d'un instant à un autre. 

D'autre part, les vitesses relatives au centre de^ 
gravité avant le choc sont respectivement v — u 
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et M — î?' ; donc, avant le choc, la force vive du système 
dans son mouvement relatif au centre de gravité est : 

wi {v — w)* 4* ^^' (w — t?')*. 

Cherchons maintenant la force vive relative après- 
le choc. 

Si hs corps sont parfaitement élastiques^ les vitesses^ 
relatives au centre de gravité après le choc sont 
respectivement u — w et w^ — u; donc, après le 
choc, la force vive relative aur^ pour expression : 

m {u — wf + m' (w' — W;*. 

En remplaçant w et w^ par leurs valeurs, on trouve 
pour la force vive relative après le choc : 

m (v — uf -f m' (u — v'f. 

La force vive relative après le choc est donc égale 
à la force vive relative avant le choc. Or, la force vive 
totale étant égale à la force vive relative augmentée 
d'un terme constant, il s'ensuit que, dans le cas des 
corps parfaitement élastiques^ la force vive totale après 
le choc est égale à la force vive totale avant le choc. 

Au contraire, si les coi*ps sont dépourvus d^élasticité^ 
d'après ce que nous avons vu, ils continuent après- 
le choc, à se mouvoir avec la vitesse commune u ; 
la vitesse relative est donc nulle pour chacun des deux 
corps. Par conséquent, après le choc, la force vive 
relative est nulle ; il s'ensuit que, par TefiFet du choc„ 
la force vive totale a diminué de la quantité : 

m (V — w)* + m' {u — v)^. 
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Or, cette dernière expression est celle de la force 
vive correspondante aux vitesses perdue et gagnée par 
les deux corps, lesquelles ont respectivement pour 
valeurs v — u et u — v\ et nous aurons le théorème 
suivant : 

Théorème de Carnot. — Lorsque les corps qui se 
ohoquent sont dépourvus (télaslicité, la perte de force 
vive due au choc est égale à la somme des forces 
vives dues aux vitesses perdue et gagnée par les deuac 
eorps. 



FIN DU tome DEUXIEME. 



